Прикладна механіка і основи конструювання: навчально-методичний посібник до розрахунково-графічної роботи для студентів напряму підготовки 6.050202 «Автоматизація та комп’ютерно-інтегровані технології» by Довбуш, Анатолій Дмитрович et al.
  
Анатолій Довбуш, Надія Хомик, Тарас Довбуш, Наталія Рубінець 
 
ПРИКЛАДНА МЕХАНІКА І 
ОСНОВИ КОНСТРУЮВАННЯ 
 
Навчально-методичний посібник 
до розрахунково-графічної роботи для студентів напряму 
підготовки  6.050202 «Автоматизація та комп’ютерно-інтегровані 
технології»  
 
 
 
 
 
 
Тернопіль 
2015 
 2 
Міністерство освіти і науки України 
 
Тернопільський національний технічний університет  
імені Івана Пулюя 
 
 
 
 
Кафедра технічної механіки, 
сільськогосподарських машин 
і транспортних технологій 
 
 
 
 
ПРИКЛАДНА МЕХАНІКА І 
ОСНОВИ КОНСТРУЮВАННЯ 
 
НАВЧАЛЬНО-МЕТОДИЧНИЙ ПОСІБНИК 
 
до розрахунково-графічної роботи 
 
 
для студентів напряму підготовки 
«Автоматизація та комп’ютерно-інтегровані технології» 
денної та заочної форм навчання 
 
 
 
 
 
 
 
 
Тернопіль 
2015 
 3 
УДК 531.8 
ББК 30.12 
     Д 58 
 
Автори: 
А.Д. Довбуш, старший викладач кафедри технічної механіки, 
сільськогосподарських машин і транспортних технологій 
Н.І. Хомик, кандидат технічних наук, доцент, доцент кафедри технічної 
механіки, сільськогосподарських машин і транспортних технологій 
Т.А. Довбуш, асистент кафедри технічної механіки, 
сільськогосподарських машин і транспортних технологій 
Н.А. Рубінець, аспірант кафедри технічної механіки, 
сільськогосподарських машин і транспортних технологій 
 
Рецензент 
П.Д. Стухляк, д.т.н., професор кафедри комп’ютерно-інтегрованих технологій 
 
Розглянуто й затверджено на засіданні кафедри технічної механіки, 
сільськогосподарських машин і транспортних технологій, 
протокол № 1 від 26.08.2015р. 
 
Схвалено й рекомендовано до друку на засіданні методичної комісії 
факультету машинобудування та харчових технологій, 
протокол № 1 від 31.08.2015р. 
Довбуш А.Д. 
Д 58 
 
Прикладна механіка і основи конструювання: навчально-
методичний посібник до розрахунково-графічної роботи 
/ А.Д. Довбуш, Н.І. Хомик, Т.А. Довбуш, Н.А. Рубінець. – 
Тернопіль: ФОП Паляниця В.А., 2015. – 116с. 
 
Розроблено відповідно до навчальної програми і призначено для 
виконання розрахунково-графічної роботи з дисципліни «Прикладна 
механіка і основи конструювання» студентам напряму підготовки 
6.050202 «Автоматизація та компютерно-ігрегровані технології» денної та 
заочної форм навчання. 
Посібник рекомендовано також для самостійної роботи студентів, 
оскільки він вміщує короткі теоретичні викладки основного матеріалу 
дисципліни «Прикладна механіка і основи конструювання», умови 
завдань, приклади їх розв’язування, необхідні довідкові дані. 
 
УДК     531.8 
ББК     30.12 
 
© Довбуш А. Д., Хомик Н. І.,  
Довбуш Т. А., Рубінець Н.А., 2015 
 4 
 
ЗМІСТ 
 
 
ВСТУП ………………………………………………………………….. 5 
Вказівки до вибору завдання ………………………………………….. 6 
Об’єм, структура і вказівки до виконання розрахунково-графічної 
роботи …………………………………………………..……………… 
 
6 
1. ОСНОВНІ ПОЛОЖЕННЯ МЕХАНІКИ ……………………....... 8 
Задача №1. Визначення реакцій опор балки ………………………… 13 
Задача №2. Визначення реакцій защемлення ……………………...... 16 
Приклад розв’язування задачі 1. Визначення реакцій опор балки …. 19 
Приклад розв’язування задачі 2. Визначення реакцій защемлення … 20 
2. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ОПОРУ МАТЕРІАЛІВ ………………… 22 
3. ЦЕНТРАЛЬНИЙ РОЗТЯГ І СТИСК ПРЯМОГО  
СТЕРЖНЯ …………………………………………………………..…. 
27 
Задача №3. Розрахунок на міцність і визначення переміщень  
при розтягу й стиску …………………………………………………… 
 
31 
Приклад розв’язування задачі №3. Розрахунок на міцність і  
Визначення переміщень при розтягу й стиску …..…………………... 
 
34 
4. ГЕОМЕТРИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
     ПЛОСКИХ ПЕРЕТИНІВ ………………………………………… 
 
37 
Задача №4. Визначення осьових моментів інерції  
                   плоских перетинів  ………………………………...... 
 
41 
Приклад розв'язування задачі №4. Визначення осьових моментів  
інерції плоских перетинів …..…..…………………………………....... 
 
44 
5. КРУЧЕННЯ СТЕРЖНЯ КРУГЛОГО  
ПОПЕРЕЧНОГО ПЕРЕТИНУ ……………………………………… 
 
46 
Задача №5. Розрахунок вала на кручення …………………………. 49 
Приклад розв’язування задачі №5. Розрахунок вала на кручення …. 52 
6. ПРЯМИЙ ПОПЕРЕЧНИЙ ЗГИН ………………………………. 56 
Задача №6 . Побудова епюр поперечних сил і  
                   згинальних моментів для консолі  ……………..... 
 
64 
Задача №7 . Побудова епюр поперечних сил і згинальних  
                   моментів для балки на двох опорах ,  
                   розрахунок на міцність  ………………………….  
 
 
64 
Приклад розв’язування задачі №6. Побудова епюр поперечних  
сил і згинальних моментів для консолі  ……………………….. 
 
65 
Приклад розв’язування задачі №7. Побудова епюр поперечних 
сил і згинальних моментів для балки на двох опорах , 
розрахунок на міцність  ……............................................................. 
 
 
68 
 5 
7. СУМІСНА ДІЯ ЗГИНУ З КРУЧЕННЯМ ………………………. 71 
Задача №8. Розрахунок вала на згин з крученням ………………….. 73 
Приклад розв’язування задачі №8. Розрахунок вала на згин з 
крученням ……………………………………………………………… 
76 
8. СТІЙКІСТЬ ЦЕНТРАЛЬНО-СТИСНЕНИХ СТЕРЖНІВ …… 80 
Задача №9. Розрахунок на стійкість стисненого стержня ………...... 86 
Приклад розв’язування задачі №9. Розрахунок на стійкість  
стисненого стержня ……………………………………………………. 
 
88 
9. ЕНЕРГО-КІНЕМАТИЧНИЙ РОЗРАХУНОК ПРИВОДА ….... 91 
9.1. Енерго-кінематичні параметри на приводному валу ………. 91 
9.2. Тип електродвигуна і його швидкохідність ………………... 92 
9.3. Склад передач і кінематична схема привода ………………. 93 
9.4. Вибір типорозміру електродвигуна ………………………… 94 
9.5. Загальне передаточне відношення привода ………………... 95 
9.6. Розподіл загального передаточного відношення  
       привода ……………………………………………………….. 
 
95 
9.7. Потужність, моменти і частоти обертання на валах  
       привода ……………………………………………………….. 
 
96 
Задача №10. Енерго-кінематичний розрахунок привода ………….. 97 
Приклад розв’язування задачі №10. Енерго-кінематичний  
розрахунок привода …………..……………………………………….. 
 
100 
Перелік використаної та рекомендованої літератури ………………. 104 
Додатки …………………………………………………………………. 105 
 6 
ВСТУП 
 
Темою розрахунково-графічної роботи з дисципліни «Прикладна 
механіка і основи конструювання» запропоновано завдання на основі 
базових задач опору матеріалів та розрахунок привода із механічними 
передачами до будь-якої транспортуючої, підіймально-транспортної чи 
іншої технологічної машини.  
Метою виконання розрахунково-графічної роботи з даної 
дисципліни є набуття студентами практичних навиків із розрахунків на 
міцність, жорсткість, стійкість елементів споруд і машин, та 
конструювання деталей, складальних одиниць, вибору типу і складу 
приводів технологічних машин. Розрахунково-графічна робота є 
невід’ємною частиною підготовки студентів до дипломного проектування 
й майбутньої інженерної діяльності. 
Елементи будь-яких конструкцій при експлуатації зазнають силової 
дії різних походжень. Ці сили або прикладені безпосередньо до елемента, 
або передаються через з’єднані з ним сусідні елементи. Для нормальної 
роботи інженерної споруди або машини кожен елемент повинен бути 
таких розмірів і форми, щоб витримував діючі на нього навантаження, не 
руйнуючись (міцність), не давав зміни розмірів у допустимих межах 
(жорсткість), зберігав початкову форму (стійкість). 
У даній розрахунково-графічної роботі на основі експериментальних 
даних про властивості матеріалів, законів механіки і вищої математики та 
загальних методів розрахунку потрібно виконати підбір раціональних 
розмірів і форм елементів інженерних конструкцій з урахуванням 
величини й характеру діючих на них навантажень. 
Розрахунково-графічна робота містить 6…8 задач (за вибором 
викладача) із 10 запропонованих та розрахунок привода, що складається з 
електродвигуна й механічних передач. 
Виконання розрахунково-графічної роботи супроводжується 
оформленням основного конструкторського документа – розрахунково-
пояснювальної записки. При їх оформленні студенти повинні 
дотримуватися вимог «Єдиної системи конструкторської документації» 
(ЄСКД).  
У посібнику стисло викладено основий матеріал до теми кожної 
задачі, наведено умови задач і приклади розв’язування. 
У додатках наведено приклад оформлення розрахунково-графічної 
роботи (розрахунково-пояснювальної записки) й довідкові матеріали, 
необхідні для її виконання. Все це сприятиме поглибленню вивчення 
курсу та самостійному виконанню розрахунково-графічної роботи. 
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Вказівки до вибору завдання 
Завдання на розрахунково-графічну роботу студент вибирає за двома 
останніми цифрами номера залікової книжки: номер розрахункової схеми 
− за останньою цифрою; варіант (з таблиці умови задачі) − за 
передостанньою. 
 
 
Об’єм, структура і вказівки до виконання  
розрахунково-графічної роботи 
Розрахунково-графічна робота з прикладної механіки і основ 
конструювання містить 6…8 задач із 10 запропонованих, які охоплюють 
розрахунок елементів конструкцій на міцність, жорсткість і стійкість, а 
також вибір електродвигуна. Виконання її оформляти у вигляді 
розрахунково-пояснювальної записки на аркушах формату А4. 
Титульну сторінку виконувати креслярським шрифтом або 
машинописним (комп’ютерним) способом на відповідному бланку.  
Перша сторінка розрахунково-графічної роботи − титульна 
(додаток 1), друга − зміст, який включає перелік виконаних завдань 
(аркуш з кутовим штампом 40мм, додаток 2); далі − умови задач (аркуш з 
кутовим штампом 40мм, додаток 3), розв’язки задач (аркуші з кутовим 
штампом 15мм, додаток 4); завдання на проектування привода (аркуш з 
кутовим штампом 40мм); підбір електродвигуна (аркуші з кутовим 
штампом 15мм) і список використаних літературних джерел (аркуш із 
кутовим штампом 40мм). 
Умову кожної задачі з вибраними даними і схемою записувати на 
окремому аркуші з рамкою 40мм (додаток 3). Розв’язок задачі оформляти 
після написання умови на аркушах з рамкою 15мм (додаток 4).  
Текст записки викладати послідовно, лаконічно, розрахунки 
супроводжувати короткими поясненнями з посиланням на відповідний 
рисунок (додаток 5). Стиль викладу тексту записки повинен бути 
коротким, чітким і без двоякого змісту. Прийнята у тексті термінологія 
повинна відповідати встановленій у стандартах або загальноприйнятій у 
науково-технічній літературі. 
Текст розрахунково-пояснювальної записки розміщувати з одного 
боку аркуша формату А4 (297х210мм). Відстань від рамки до границь 
тексту зліва і справа повинна бути не менше 5мм, зверху і знизу – 10мм 
(додаток 4). Абзаци у тексті починати відступом, що дорівнює п’яти 
символам основного тексту записки. Текст виконувати комп’ютерним 
(машинописним) способом через 1,5 інтервала чітким шрифтом висотою 
не менше 2,5мм (14pt, шрифт Times New Roman) або рукописним – 
чорним чорнилом основним креслярським шрифтом висотою букв і цифр  
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не менше 2,5мм. Допускається пояснювальну записку виконувати чітким 
розбірливим рукописним текстом чорним чорнилом.  
Усі сторінки записки, крім титульної, повинні мати рамки з кутовим 
штампом для розділів записки. У кутових штампах для змісту й умов 
задач (рис. 1а) записувати назву задачі, наприклад, «Визначення реакцій 
опор балки» і позначення записки РГР ПМіОК (розрахунково-графічна 
робота з прикладної  механіки і  основ конструювання), до якого входить 
номер залікової книжки студента, наприклад, РГР ПМіОК 15-
188.00.00.000 ПЗ. У кутових штампах (рис. 1б) для решти сторінок 
записувати тільки позначення записки і нумерацію аркушів. Номер 
сторінки проставляти у відповідній графі штампа (рис. 1). Відлік починати 
з титульної сторінки, але номер її на титульній не ставити. Нумерація 
сторінок – наскрізна до додатків. 
Формули у тексті записувати з нової стрічки у загальному вигляді, а 
під формулою наводити пояснення кожного символу із зазначенням 
величини й розмірності. Обчислення формул проводити у такій 
послідовності: записування шуканої величини в буквеному виразі, 
підстановка відповідних цифрових значень і записування кінцевого 
результату з проставлянням розмірностей.  
Усі схеми та ескізи при виконанні курсової роботи оформляти на 
окремій сторінці чи двох, за необхідності, з дотриманням послідовності, 
передбаченої ходом розв’язування чи проектування. Рисунки нумерувати 
відповідно до номера задачі й супроводжувати підписами (додатки 4, 5).   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
а) 
 
 
б) 
Рисунок 1. Приклад заповнення штампів на сторінках записки: 
 а) штамп для розділу (умови задачі); 
 б) штамп для наступних сторінок тексту 
Зм. Арк. № докум. Підпис Дата 
   Арк. 
        2 
РГР ПМіОК 15-188.00.00.000  ПЗ 
 Розроб. Олійник В.І 
 Перевір. Довбуш А.Д 
 Консульт.   
 Н. контр.   
 Затв.  Рибак Т.І. 
Визначення 
реакцій опор 
балки 
  Літ.   Аркушів 
8 
ФКТ,   КТ-21 
Зм. Арк. № докум. Підпис Дата 
Арк. 
5 
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1. ОСНОВНІ ПОЛОЖЕННЯ МЕХАНІКИ 
 
Поняття про силу й момент 
Сила – це величина, що є мірою механічної взаємодії матеріальних 
тіл. 
Сила, що діє на тіло, – вектор. Сила характеризується точкою 
прикладання, напрямом і величиною. Позначають силу – F   PQ, , 
одиниця вимірювання – Ньютон. 1Н – це така сила, яка масі в 1кг надає 
прискорення 1м/с2. 
Проекція сили на вісь – це величина алгебраїчна, яка може бути як 
додатною, так і від’ємною, що встановлюється за напрямом проекції − 
напрямом від проекції початку до проекції кінця вектора сили. 
Правило знаків: 
Якщо напрям проекції сили на вісь співпадає з додатним напрямом 
осі, то ця проекція вважається додатною, і навпаки. 
Якщо вектор сили паралельний осі, то він проектується на вісь у 
натуральну величину. 
Якщо вектор сили перпендикулярний до осі, то його проекція на цю 
вісь дорівнює нулю.  
 
Поняття моменту сили відносно точки ввів Леонардо да Вінчі. 
Момент сили відносно точки – це 
добуток модуля сили на її плече (рис. 1.1) 
 
 
  hFFM 0 . 
 
Обертова дія сили характеризується  
моментом. Точку, відносно якої беруть момент, 
називають центром моменту. 
Рисунок 1.1 
 
Плече сили відносно точки – це найкоротша відстань від центра 
моменту до лінії дії сили. Одиниця вимірювання моменту сили – Нм. 
Одна і та ж сила відносно різних точок може давати «+» і «-» 
момент. 
Момент сили відносно точки, що лежить на лінії дії цієї сили, 
дорівнює нулю, так як плече у цьому випадку дорівнює нулю. 
Момент сили відносно точки не змінюється при перенесенні сили 
вздовж лінії її дії, так як модуль сили і плече залишаються незмінними. 
Дві різні системи сил прийнято вважати еквівалентними, якщо одну 
з них можна замінити іншою, не порушуючи стану вільного твердого тіла. 
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Одну сила, еквівалентну даній системі сил, називають рівнодійною, 
а сили цієї системи – складовими рівнодійної. Силу, яка зрівноважує дану 
систему сил, називають зрівноважувальною цієї системи. 
Рівнодійна і зрівноважувальна сили однієї й тієї ж системи рівні за 
модулем і діють уздовж однієї прямої у протилежні сторони.  
 
Класифікація зовнішніх навантажень 
Зовнішні навантаження класифікують: 
1. За характером дії – статичні, динамічні. 
Статичні – це навантаження, значення, напрямок і місце 
прикладання яких залишаються постійними. 
Динамічні – це навантаження, які характеризуються швидкими 
змінами їх значення в часі, напрямку чи місця прикладання. 
2. За характером прикладання (рис. 1.2): 
а) F, Q, R – зосереджені сили  МНкНН ,, ; 
б) М, Т – зосереджені моменти  МНмкНмНм ,, ; 
в) q – розподілені на лінії  мкНмН , . 
 
 
 
Рисунок 1.2 
 
Сили, які прикладені до площадки, розмірами якої нехтують, 
називають зосередженими. Якщо сили прикладені вздовж лінії, на 
поверхні тіла або об’єму, наприклад, сила тяжіння, сила вітру або води і 
т.п., то їх називають розподіленими.  
Плоска система розподілених сил характеризується інтенсивністю 
розподілу по довжині (або лінії) й позначається q , одиниця вимірювання 
− Н/м. Розподілене навантаження, що має постійну інтенсивність, – це 
рівномірно розподілене навантаження (див. рис. 1.2).  
При розв’язуванні задач статики розподілене навантаження 
замінюють рівнодійною силою. Модуль рівнодійної сили рівномірно 
розподіленого навантаження lqQ  . Прикладена рівнодійна сила 
посередині довжини розподілення.  
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В’язі та реакції в’язей. Принцип звільнення 
В’язі – це обмеження, що накладаються на положення і швидкості 
точок тіла у просторі. 
Сила, з якою тіло діє на в’язь, називають силою тиску; сила, з якою 
в’язь діє на тіло, називають силою реакції або просто реакцією. Згідно з 
аксіомою взаємодії ці сили рівні за модулем і діють на одній прямій у 
протилежні сторони. Сили реакції і тиску прикладені до різних тіл, тому 
не є системою сил. 
Сили, що діють на тіло, поділяють на активні й реактивні. Активні 
сили намагаються переміщувати тіло, до якого вони прикладені. Реактивні  
сили протидіють цьому переміщенню. Принципова різниця активних і 
реактивних сил – величина реактивних сил залежить від величини 
активних, але не навпаки. Активні сили називають навантаженнями.  
При розв’язуванні задач статики невільне тіло умовно зображають 
як вільне з допомогою принципу звільнення. 
Принцип звільнення – всяке невільне тіло можна розглядати як 
вільне, якщо відкинути в’язі, замінивши їх реакціями. 
У результаті використання цього принципу отримують тіло, що 
перебуває під дією деякої системи активних і реактивних сил. 
Правило для визначення напряму реакції в’язі. Напрям реакції в’язі 
протилежний напряму переміщення, яке ця в’язь забороняє. 
Найпоширеніші в’язі за будовою можна розділити на три основні 
типи (рис. 1.3): 
- шарнірно-рухома опора (опора А); 
- шарнірно-нерухома опора (опора В); 
- жорстке закріплення або защемлення (опора С). 
 
 
Рисунок 1.3 
 
Шарнірно-рухома опора (див. рис. 1.3а). Реакція такої в’язі завжди 
направлена перпендикулярно опорній площині й невідома тільки за 
модулем (одна невідома). 
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Шарнірно-нерухома опора (див. рис. 1.3а). Реакція такої в’язі 
направлена перпендикулярно осі шарніра; модуль і напрям її невідомі (дві 
невідомі). При розв’язуванні задач таку реакцію розкладають на дві 
взаємно перпендикулярні складові, невідомі за модулем, але відомі за 
напрямом. 
Жорстке закріплення (защемлення) не допускає ні лінійних 
переміщень, ні поворотів защемленого кінця балки (див. рис. 1.3б). 
Жорстке защемлення замінюють реактивною силою, невідомою за 
модулем і напрямом, і реактивним моментом (три невідомих). Реактивну 
силу, невідому за напрямом, розкладають на дві взаємно перпендикулярні 
складові.  
Якщо при розв’язуванні задач реактивна сила або реактивний 
момент отримують із від’ємним знаком, то дійсний їх напрям 
протилежний прийнятому на рисунку.  
 
Умови рівноваги плоскої системи сил 
Для рівноваги плоскої системи довільно розташованих сил 
необхідно і достатньо, щоб алгебраїчні суми проекцій усіх сил на осі 
координат X , Y  дорівнювали нулю і щоб алгебраїчна сума моментів цих 
сил відносно будь-якої точки площини також дорівнювала нулю. 
Умови рівноваги, записані у вигляді рівнянь, що містять невідомі 
величини, називають рівняннями рівноваги: 
 
 
  0X ;     0Y ;     0M . 
 
При розв’язуванні деяких задач доцільно замість одного рівняння 
проекцій складати рівняння моментів. Якщо замінити одне рівняння 
проекцій, то умови рівноваги плоскої системи довільно розташованих сил 
мають вигляд 
 
  0X ;     0AM ;    0BM . 
 
Ці умови є недостатніми для рівноваги, якщо центри моментів A  і B  
лежать на одному перпендикулярі до осі X , оскільки система сил має 
рівнодійну, яка проходить через ці точки і тому не може бути у рівновазі. 
Умови рівноваги плоскої системи довільно розташованих сил можна 
записати у вигляді 
 
  0AM ;    0BM ;    0CM . 
 
Ці умови є недостатніми для рівноваги, якщо центри моментів A , B  і C  
лежать на одній прямій. Система сил може мати рівнодійну, яка 
проходить через ці точки, і тому не може бути у рівновазі. 
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Умови рівноваги плоскої системи паралельних сил: для рівноваги 
плоскої системи паралельних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчна 
сума моментів усіх сил дорівнювала нулю і щоб алгебраїчна сума 
моментів усіх сил відносно будь-якої точки площини також дорівнювала 
нулю. 
 
  0iF ;       0M . 
 
Умови рівноваги плоскої системи збіжних сил: для рівноваги 
плоскої системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчна сума 
проекцій цих сил на кожну із двох координатних осей дорівнювала нулю. 
 
0X ;    0Y . 
 
Усі види аналітичних умов рівноваги дійсні для будь-яких 
прямокутних осей координат, тому під час розв’язування задачі або її 
перевірки осі можна змінювати, тобто одні рівняння проекцій сил 
складати для однієї системи координат, інші – для нової системи 
координат.  
 
При розв’язуванні задач статики аналітичним способом доцільно 
складати рівняння рівноваги так, щоб у кожному з них була тільки одна 
невідома величина. Для цього необхідно раціонально вибрати осі 
координат і центри моментів.  
 
Порядок розв’язування задач статики: 
1) вибирають тіло, рівновагу якого будуть розглядати; 
2) відкидають в’язі, замінюючи їх реакціями, і встановлюють, яка  
    система сил діє на тіло; 
3) використовуючи умови рівноваги, знаходять невідомі величини. 
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Задача №1  
Визначення реакцій опор балки 
 
Горизонтальна балка довжиною l  встановлена на опорах B  і C  
(рис. до задачі 1) і навантажена зосередженою силою F , розподіленим 
навантаженням інтенсивністю q , парою сил з моментом M  (табл. до 
задачі 1). Не враховуючи силу ваги балки, визначити реакції опор B  і C .  
 
План розв’язування задачі: 
1. Відкинути опори, замінивши їх дію реакціями. 
2. Записати рівняння рівноваги балки. 
3. Визначити реакції опор. 
4. Перевірити правильність розв’язку.  
 
Таблиця до задачі 1 
 
№ 
з/п 
q, 
кН/м 
F, 
кН 
M, 
кН·м 
l, 
м 
1 20 20 30 8 
2 30 30 25 12 
3 10 25 35 10 
4 20 10 40 8 
5 30 30 25 12 
6 10 35 20 10 
7 20 20 30 8 
8 30 25 35 12 
9 10 15 40 6 
0 10 40 20 10 
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Рисунок до задачі 1 
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Рисунок до задачі 1 (закінчення) 
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Задача №2 
Визначення реакцій защемлення  
 
Консольна балка (рис. до задачі 2) довжиною l  навантажена 
зосередженою силою F , розподіленим навантаженням інтенсивністю q , 
парою сил з моментом M  (табл. до задачі 2). Не враховуючи силу ваги 
консолі, визначити реакцію защемлення.  
 
План розв’язування задачі: 
1. Відкинути защемлення, замінивши його дію реакціями. 
2. Записати рівняння рівноваги балки. 
3. Визначити реакції защемлення. 
4. Перевірити правильність розв’язку.  
 
Таблиця до задачі 2 
 
№ 
з/п 
q, 
кН/м 
F, 
кН 
M, 
кН·м 
a, 
м 
b, 
м 
l, 
м 
1 20 20 30 2 6 8 
2 30 30 25 6 6 12 
3 10 25 35 4 6 10 
4 20 10 40 4 4 8 
5 30 30 25 4 8 12 
6 10 35 20 2 8 10 
7 20 20 30 3 5 8 
8 30 25 35 7 5 12 
9 10 15 40 2 4 6 
0 10 40 20 3 7 10 
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Рисунок до задачі 2 
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Рисунок до задачі 2 (закінчення) 
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Приклад розв’язування задачі 1 
Визначення реакцій опор балки 
 
Горизонтальна балка довжиною 5l м встановлена на опорах B  і C  
(рис. 1.4а) і навантажена розподіленим навантаженням інтенсивністю 
q =20кН/м,   зосередженою   силою   F =15кН,   моментом   M =16кНм.  
Не враховуючи силу ваги балки, визначити реакції опор B  і C .  
 
Розв’язування 
Відкинувши опори, замінюємо їх реакціями (рис. 1.4б). Реакції опор 
– це реактивні сили YB  і YC . Реактивні сили направимо вертикально, 
оскільки активні сили, що діють на балку, горизонтальних складових не 
мають. Розподілене навантаження замінюємо рівнодійною 5 qlqQ .  
 
 
 
Рисунок 1.4 
 
Використовуючи умову рівноваги плоскої системи паралельних сил, 
запишемо два рівняння рівноваги 
 
  0BM ;  ;05,155,25  FCqM Y  
 
  0CM ;  ,05,35,255  FqBM Y  
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звідки визначимо невідомі реакції 
 
;3,36
5
5,3155,252016
кНBY 

  
 
кНCY 7,48
5
5,1155,252016


 . 
 
Перевіримо розв’язок, склавши контрольне рівняння – суму 
проекцій усіх сил на вертикальну вісь. 
 
  0Y ;    0520157,486,365qFCBY YY . 
 
Розв’язок правильний.  
Примітка. При розв’язуванні задач механіки необхідно строго 
дотримуватися правила: розмірності й одиниці вимірювання всіх доданків 
і обох частин рівнянь мають бути однаковими.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Приклад розв’язування задачі 2 
Визначення реакцій защемлення  
 
Консольна балка (рис. 1.5а) довжиною l =6м навантажена 
зосередженою силою F =35кН, розподіленим навантаженням 
інтенсивністю q =10кН/м, парою сил з моментом M =15кНм. Не 
враховуючи силу ваги консолі, визначити реакцію защемлення.  
 
Розв’язування 
Відкинувши защемлення, замінюємо його реакціями (рис. 1.5б). 
Реакція защемлення – це реактивна сила R  і реактивний момент RM . 
Реактивна сила направлена вертикально, оскільки активні сили, що діють 
на балку, горизонтальних складових не мають. Розподілене навантаження 
замінюємо рівнодійною 6 qlqQ .  
 22 
Використовуючи умову рівноваги плоскої системи паралельних сил, 
запишемо два рівняння рівноваги 
 
  0Y ;   0 FlqR , 
 
звідки     2535610  FlqR кН; 
 
  0BM ;  05,4
2
 RMMF
l
lq , 
 
звідки    5,375,4351526610 RM Нм. 
 
 
 
Рисунок 1.5 
 
 
Перевіримо розв’язок, склавши контрольне рівняння суми моментів 
відносно точки C .  
 
  0CM ;   5,1
2
FM
l
lqMlR R  
 
  05,13515266105,37625  . 
 
Розв’язок правильний.  
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2. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ОПОРУ МАТЕРІАЛІВ 
Задачі опору матеріалів 
Опір матеріалів – наука про інженерні методи розрахунків на 
міцність, жорсткість і  стійкість елементів машин і конструкцій. 
Конструкції – усі матеріальні об’єкти техніки, їх частини й деталі. 
Міцність – здатність матеріалу чи конструкції витримувати 
навантаження (механічне або температури) не руйнуючись. 
 pp max , 
де maxp  – максимальне напруження; 
         p  – допустиме напруження. 
Жорсткість – здатність конструкції та її елементів протидіяти 
пружним деформаціям, тобто здатність сприймати зовнішнє навантаження 
і деформуватися в допустимих межах. 
 ff max , 
де maxf  – максимальна деформація (переміщення); 
         f  – допустима деформація (переміщення). 
Стійкість – здатність конструкції або її елементів зберігати під 
дією заданих сил початкову форму пружної рівноваги. 
Мета курсу опір матеріалів: 
а) навчитися за розрахунковою схемою вірно визначати вид 
деформації, на який працює деталь чи конструкція; 
б) визначити найнебезпечніший перетин, попередньо побудувавши 
епюри внутрішніх силових факторів; 
в) за відповідною умовою міцності чи жорсткості визначити розміри 
поперечного перетину, а в деяких задачах допустиме навантаження чи 
максимальні напруження, і провести перевірку міцності. 
 
Об’єкти розрахунку в опорі матеріалів 
Усі елементи машинобудівних і будівельних конструкцій можна 
звести до таких типових спрощених елементів: бруси, оболонки, 
пластини, масивні тіла. Відповідно до них виконують розрахунки в опорі 
матеріалів.  
Стержень (брус) – тіло призматичної форми, в якого один розмір 
(довжина) набагато перевищує два інших (поперечних) розміри. 
Тонкостінні стержні (швелери, кутники, двотаври) – тіла, в яких 
товщина стінки значно менша за габаритні розміри поперечного перетину.  
Пластина – призматичне (циліндричне) тіло, в якого один розмір 
(товщина) набагато менший за два інших. 
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Оболонка – тіло, обмежене двома криволінійними поверхнями, 
відстань між якими (товщина) мала порівняно з іншими розмірами. Це – 
пластина з викривленою серединною поверхнею.  
Масив (масивне тіло) – тіло, розміри якого в усіх (трьох) напрямках 
одного порядку. 
 
Основні види деформацій 
Усі існуючі тіла під упливом зовнішніх сил здатні змінювати свої 
розміри і форму, тобто деформуватися. 
В опорі матеріалів розрізняють деформації розтягу (стиску), зсуву 
(зрізу), кручення і згину.  
При різних видах деформації у поперечних перетинах тіла 
виникають різні внутрішні силові фактори. 
1. Розтяг-стиск  такий вид деформації, при якому у поперечних 
перетинах прямого бруса виникає тільки поздовжня (осьова) сила N.  
Брус, що працює на розтяг (стиск), називають стержнем.  
Розтягу зазнають такі елементи конструкцій, як канати, болти, троси, 
стержні ферм, штоки поршневих машин. На стиск працюють цегляна 
кладка будинків, фундамент, колони, пуансони штампів. 
2. Зсув (зріз) – такий вид деформації, при якому у поперечних 
перетинах бруса діє тільки поперечна (перерізуюча) сила Q. Деформація 
зсуву доведена до руйнування матеріалу – зріз.  
Зсуву зазнають заклепки, болти, шпонки, шви зварних з’єднань.  
3. Кручення – такий вид деформації, при якому у поперечних 
перетинах бруса діє тільки крутний момент КРМ . Кручення зазнають 
вали (бруси круглого поперечного перетину), які передають потужність 
під час обертального руху. Кручення часто супроводжується згином або 
іншим видом деформації. 
4.  Прямий поперечний згин – такий вид деформації, при якому у 
поперечних перетинах бруса виникає згинальний момент  ЗГМ  та 
поперечна сила Q . Брус, який працює на згин, називають балкою.  
Згину зазнають осі, балки міжповерхових перекриттів і мостів, зуби 
зубчастих коліс, листові ресори. 
5. Складний опір – це поєднання двох або більше простих видів 
деформацій, а саме:  згин + кручення; стиск + згин  і т.д. 
 
Внутрішні силові фактори. Метод перетинів. Епюра 
Внутрішні силові фактори – це внутрішні сили взаємодії між 
частинками тіла, які виникають при дії на тіло зовнішних сил, і 
перешкоджають зміні відстаней між частинками й руйнуванню тіла. Їх 
називають зусиллями. Зовнішні силові дії, прикладені до елемента  
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конструкції, і реакції в місцях кріплення опор, тобто активні й реактивні 
сили називають навантаженнями.  
Для встановлення величини внутрішніх зусиль (силових факторів), 
що виникають у перетині стержнів, застосовують метод перетинів. 
Перетин, перпендикулярний до осі бруса, називають нормальним 
або поперечним; перетин, проведений під будь-яким іншим кутом, 
називають косим або похилим. 
Метод перетинів полягає в тому, що пружне тіло (брус), що 
перебуває у рівновазі під дією системи зовнішніх сил, уявно розрізують 
площиною на 2-і частини (рис. 2.1а). Будь-яку з них відкидають. 
Залишену частину розглядають як самостійне тіло, що перебуває в 
рівновазі, приклавши до неї внутрішні сили взаємодії (зусилля), що 
виникають між обома частинами тіла під упливом зовнішніх сил 
(рис. 2.1б). Внутрішні сили замінюють вплив відкинутої частини бруса на 
залишену. Принципово не важливо, яку із частин тіла відкинути. 
 
 
 
Рисунок 2.1 
 
У загальному випадку навантаження бруса у його поперечному 
перетині виникає шість внутрішніх силових факторів: 
        XN  – поздовжня (нормальна) сила, діє вздовж осі бруса,  
                   перпендикулярна до площини перетину; 
 YQ ,  ZQ  – поперечні сили, дотичні до площини перетину, намагаються  
                   зсунути одну частину бруса відносно іншої у напрямах  
                   осей OY , OZ ; 
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YМ , ZМ  – моменти, що повертають перетин навколо осей OY , OZ , 
                    намагаються зігнути стержень у площинах XZ  та XY ,  тобто 
                    згинальні моменти, YЗГY ММ . ; ZЗГZ MM  ; 
         ХМ  – момент, що діє у площині перетину і спричиняє поворот  
                    перетину відносно поздовжньої осі бруса OX , тобто скручує  
                    брус, називають його крутним моментом, KРX MM  .  
Кожен із внутрішніх силових факторів пов'язаний з певним видом 
деформації.  
Для визначення внутрішніх силових факторів у загальному вигляді, 
незалежно від напружень X , XY , XZ , відповідно до методу перетинів, 
записують шість умов рівноваги сил, що діють на залишену частину бруса 
(використовують шість рівнянь статики). Прирівнюють до нуля 
алгебраїчні суми проекцій усіх сил, прикладених до цієї частини на осі 
OX , OY , OZ , і алгебраїчні суми моментів цих сил відносно тих самих 
осей: 
 
  0X ;      0iXX FN ; 
 
  0Y ;      0iYY FQ ; 
 
  0Z ;      0iZZ FQ ; 
 
  0XM ;       0iXKР FMM ; 
 
  0YM ;       0.  iYYЗГ FMM ; 
 
  0ZM ;      0Z.  iZЗГ FMM . 
 
Епюра – це графік, який показує розподіл внутрішніх силових 
факторів або переміщень уздовж осі стержня (бруса). Епюри штрихують 
лініями, перпендикулярними до осі бруса. 
 
Напруження 
Це – величина, яка характеризує інтенсивність внутрішніх сил. 
Повне напруження (рис. 2.2) визначають за формулою 
 
A
R
p
A 


 0
lim , 
 
де R  – внутрішня сила, тобто зусилля, прикладене до виділеної площі;  
     A  – елементарна площа перетину, на якій виникає зусилля R . 
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Внутрішню силу R  можна розкласти на дві складові: одна 
направлена перпендикулярно до перетину N ; друга лежить у площині 
перетину Q . Напруження, що виникають у перетині від цих складових, 
називають нормальним і дотичним. 
 
 
 
Рисунок 2.2 
 
Дотичне напруження – це інтенсивність дотичних сил у даній точці 
перетину  
 
A
Q
A 


 0
lim . 
 
 
Нормальне напруження – це інтенсивність нормальних сил у даній 
точці перетину  
 
A
N
A 


 0
lim . 
 
Повне напруження у точці визначають за формулою  
 
22  p . 
 
Розмірність напружень 21 мHПа  ,  26 1101 ммHПаМПа  . 
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3. ЦЕНТРАЛЬНИЙ РОЗТЯГ І СТИСК  
ПРЯМОГО СТЕРЖНЯ 
Центральний розтяг і стиск. Побудова епюр нормальних сил 
Центральний (осьовий) розтяг або стиск виникає від сил, 
прикладених уздовж осі бруса. Напружений стан, викликаний такими 
силами, називають простим або лінійним. 
Розтяг (стиск) – це такий вид деформації (вид опору), при якому в 
поперечних перетинах бруса виникає тільки поздовжня (осьова, 
нормальна) сила – N  або XN , спрямована вздовж осі бруса і прикладена 
в центрі ваги перетину. Визначають її з умови рівноваги, використовуючи 
метод перетинів, починаючи з вільного кінця стержня.  
Поздовжня сила у довільному поперечному перетині бруса 
дорівнює алгебраїчній сумі проекцій на його поздовжню вісь OX  усіх 
зовнішніх сил, прикладених до залишеної частини.  
При розтягу поздовжня сила направлена від перетину і вважається 
додатною, при стиску вона спрямована до перетину і вважається 
від’ємною.  
Для оцінювання навантаженості бруса, у випадку, коли поздовжні 
сили у різних поперечних перетинах бруса неоднакові, будують епюри. 
При побудові епюр брус розділяють на ділянки. Епюру будують для того, 
щоб використати її при розрахунку на міцність. Вона дає можливість 
визначити найбільше значення поздовжньої сили і перетин, у якому вона 
виникає, тобто небезпечний (щодо міцності) перетин.  
 
Напруження у поперечних перетинах стержня 
При розтягу (стиску) бруса у його поперечних перетинах виникають 
тільки нормальні напруження.  
При розтягу (стиску) бруса нормальні напруження на його 
поперечному перетині розподілені рівномірно.  
Між поздовжньою (нормальною) силою N і нормальним 
напруженням   (рис. 3.1) існує залежність 
 
 
A
dAN .  
 
Вважаємо, що const , тоді  
 
AN  ,  
 
звідки 
 
Рисунок 3.1            
A
N
 . 
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Нормальні напруження додатні, якщо розтягують матеріал деталі, 
від’ємні, – якщо стискають.  
Якщо нормальні напруження у різних поперечних перетинах бруса 
неоднакові, доцільно показувати закон їх зміни на довжині бруса у вигляді 
графіка – епюри нормальних напружень.  
 
Поздовжні й поперечні деформації 
Розглянемо деформацію стержня, навантаженого осьовою силою F  
(рис. 3.2): 
∆l  – повне поздовжнє видовження стержня (абсолютна поздовжня  
        деформація, лінійне видовження, лінійна деформація);  
∆b – абсолютна поперечна деформація (лінійна  
         деформація); 
    – відносна поздовжня деформація, ll ; 
  '  – відносна поперечна деформація, bb' .  
До певної величини сили деформації пружного 
тіла пропорційні силі. При розтягу (стиску) існує 
лінійна залежність між видовженням стержня і 
поздовжньою силою.  
Експериментально доведено, що напруження у 
матеріалі стержня залежать від деформації й 
механічних характеристик матеріалу. Описується ця 
залежність як закон Гука при розтягу (стиску) 
 
Рисунок 3.2             ;E                  ,
AE
lN
l


  
 
де  E  – модуль пружності (модуль пружності І-го роду, модуль Юнга, 
              модуль нормальної пружності, модуль поздовжньої пружності). 
Експериментально встановлено, що при простому розтягу або стиску 
відношення поперечної деформації до поздовжньої величина постійна для 
даного матеріалу. Це відношення, взяте за абсолютним значеням, 
називають коефіцієнтом поперечної деформації або коефіцієнтом 
Пуассона 
 
  . 
 
E ,   – механічні характеристики матеріалу, визначають його пружні  
              властивості. Для сталі ;102 5МПаE    =0,3.  
Закон Гука справедливий лише до певної величини нормального 
напруження, яке називають границею пропорційності даного матеріалу. 
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Діаграма розтягу пластичних матеріалів 
Механічні характеристики матеріалів, тобто величини, які 
визначають їх міцність, пластичність, а також пружні постійні E  та  , 
необхідні інженеру-конструктору для вибору матеріалу деталі та її 
розрахунку на міцність і жорсткість. Ці характеристики отримують 
експериментально. Для цього використовують лабораторне обладнання, 
на якому до взірця (рис. 3.3б) прикладають статичне навантаження на 
розтяг (стиск) і замірюють сили й деформації. Щоб виключити вплив 
абсолютних розмірів досліджуваного взірця, будують так звану умовну 
діаграму розтягу в координатах: відносне видовження  , нормальне 
напруження  . Для маловуглецевої сталі діаграма розтягу (стиску) 
зображена на рис. 3.3а. Позначення на діаграмі такі: 
пц  – границя пропорційності, на даній ділянці деформація  
           пропорційна навантаженню, найбільше напруження, при  
           досягненні якого справедливий закон Гука; 
пр  – границя пружності, до цього напруження матеріал зберігає 
           пружні властивості (у взірці не виникає залишкових  
           деформацій при знятті навантаження);  
Т  – границя текучості – напруження, при якому відбувається ріст  
           пластичних деформацій взірця при постійному навантаженні,  
           це – основна механічна характеристика для оцінювання 
           міцності пластичних матеріалів; 
M  – границя міцності – напруження, при якому відбувається  
           руйнування матеріалу взірця, тобто умовне напруження, що  
           відповідає найбільшому навантаженню, яке витримує взірець  
           до руйнування, основна механічна характеристика для  
           оцінювання міцності крихких матеріалів. 
На ділянці ОК діаграми розтягу (див. рис. 3.3а) стверджується закон 
Гука    .E  
 
Рисунок 3.3 
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Допустимі напруження. Розрахунок на міцність 
Для забезпечення міцності деталей необхідно, щоб напруження, які 
виникли у процесі їх експлуатації, були меншими за граничні: 
а) для пластичних матеріалів (сталі) 
 
 
n
T  , 
 
де    – допустиме напруження на розтяг (стиск);  
       n – коефіцієнт запасу міцності; 
б) для крихких матеріалів (чавуни) 
 
 
n
MP
P

  ;                 
n
MC
C

  , 
 
де  P  – допустиме напруження на розтяг; 
      C  – допустиме напруження на стиск. 
Коефіцієнт запасу міцності для пластичних матеріалів 5,2...2,1n ; 
для крихких матеріалів 5...2n . 
Умова міцності при розтягу-стиску 
 
  
A
N
. 
 
При розрахунках деталей на міцність основними є три види задач. 
1. Проектний розрахунок, за яким визначають розміри поперечного 
перетину 
 
 
.

N
A   
 
2. Перевірний розрахунок, за яким визначають робочі (дійсні) 
напруження і порівнюють з допустимим 
 
  
A
N
. 
 
3. Визначення допустимих навантажень 
 
    AN   . 
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Задача №3  
Розрахунок на міцність і визначення переміщень  
при розтягу й стиску 
 
Для заданого прямолінійного стального ступінчастого стержня 
(рис. до задачі 3, табл. до задачі 3) визначити розміри поперечного 
перетину на всіх ділянках за умови, що форма перетину – круг; виконати 
ескіз стержня; побудувати епюри дійсних нормальних напружень і 
лінійних поздовжніх переміщень стержня, якщо мl 8 ; kla  ; mlb  ; 
матеріал стержня – сталь,   ,160МПа  .102 5МПаE   
 
План розв’язування задачі: 
1. Виконати розрахункову схему. 
2. Побудувати епюру поздовжніх сил.  
3. Визначити, з умови міцності, діаметри стержня на всіх ділянках. 
Отримані величини заокруглити до розміру, кратного 2 або 5. Виконати 
ескіз стержня. 
4. Обчислити на кожній ділянці дійсне нормальне напруження за 
модулем д  і побудувати епюру дійсних нормальних напружень.  
5. Визначити лінійні переміщення окремих ступенів і всього 
стержня.  
6. Побудувати епюру розподілу переміщень на довжині бруса.  
 
Таблиця до задачі 3 
 
№ з/п кНF ,1  кНF ,2  кНF ,3  k  m  
1 25 30 50 0,2 0,5 
2 10 40 20 0,4 0,7 
3 20 10 60 0,1 0,4 
4 15 20 40 0,3 0,6 
5 30 25 10 0,25 0,65 
6 25 50 25 0,35 0,75 
7 40 15 30 0,45 0,8 
8 20 30 50 0,15 0,45 
9 50 20 40 0,2 0,8 
0 60 10 20 0,4 0,8 
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Рисунок до задачі 3 
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Рисунок до задачі 3 (закінчення)  
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Приклад розв’язування задачі №3 
Розрахунок на міцність і визначення переміщень  
при розтягу й стиску 
Для заданого прямолінійного стального ступінчастого стержня 
(рис. 3.4а) визначити розміри поперечного перетину на всіх ділянках за 
умови, що форма перетину – круг; виконати ескіз стержня; побудувати 
епюри дійсних нормальних напружень і лінійних поздовжніх переміщень 
стержня, якщо мl 8 ; матеріал стержня – сталь,   ,160МПа  
.102 5МПаE   
Розв’язування 
Розбиваємо стержень на три ділянки (рис. 3.4а). Для кожної з 
ділянок визначаємо значення поздовжніх (нормальних) сил: 
;1011 кНFN   
;302010212 кНFFN   
.5040220102 3213 кНFFFN   
Будуємо епюру поздовжніх сил, N  (рис. 3.4б). 
З умови міцності на розтяг-стиск   
A
N
 визначаємо необхідні 
площі поперечних перетинів стержня на кожній ділянці: 
;10625,0
160
1010
][
24
3
1
1 м
N
А 





 
;10875,1
160
1030
][
24
3
2
2 м
N
А 





 
.10125,3
160
1050
][
24
3
3
3 м
N
А 





 
Діаметри стержня визначаємо за формулою 
,42ii dA       де   4,3,2,1i , 
звідки  
ii Ad 4 . 
Підставивши дані, отримаємо 
;92,8
14,3
5,624
1 ммd 

  
;45,15
14,3
5,1874
2 ммd 

  
.95,19
14,3
5,3124
3 ммd 

  
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Отримані результати заокруглюємо: ,101 ммd д   ,162 ммd д   
.203 ммd д    Виконуємо ескіз стержня (рис. 3.4в).  
Визначаємо дійсні площі поперечних перетинів стержня на кожній 
ділянці з урахуванням заокруглення їх діаметрів за формулою 
.42 iiд dA   
Підставивши дані, отримаємо 
;5,7841014,3 221 ммA д   
;20141614,3 222 ммA д   
.31442014,3 223 ммA д   
Визначаємо дійсні нормальні напруження за формулою 
.
iд
i
ід
A
N
  
Підставивши дані, отримаємо 
;127
105,78
1010
6
3
1 МПад 





  
;149
10201
1030
6
3
2 МПад 





  
.159
10314
1050
6
3
3 МПад 





  
Будуємо епюру нормальних напружень д  за модулем (рис. 3.4г). 
Поздовжні (лінійні) деформації кожної ділянки стержня визначаємо 
за формулою 
,
iд
ii
i
AE
LN
l


  
де iL  – довжина ділянки стержня, на якій діє поздовжня сила iN . 
У числовому вигляді 
;53,11053,1
105,78102
4,210 3
681
мммl 


 

 
;79,11079,1
10201102
4,230 3
682
мммl 


 

 
.54,21054,2
10314102
2,350 3
683
мммl 


 

 
За отриманими результатами будуємо епюру лінійних переміщень 
перетинів стержня (рис. 3.4д). За нуль приймаємо закріплення. 
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Рисунок 3.4 
 38 
4. ГЕОМЕТРИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ПЛОСКИХ ПЕРЕТИНІВ 
Моменти інерції  
Статичний момент площі плоскої фігури відносно осі, що лежить 
у тій самій площині, – це взята на всій площі сума добутків площ 
елементарних площадок на відстані їх від цієї осі.  
Статичні моменти площі перетину довільної форми (рис. 4.1) 
визначають за формулами: 
 

A
X ydAS ;   
A
Y xdAS , 
 
або  
 
AyS CX  ;   AxS CY  , 
 
де x , y  – координати (відстані), що визначають положення елемента  
                 площі dA; 
CC xy ,  – координати центра ваги площі перетину; 
        A  – площа перетину; 
      dA – елемент площі (елементарна площадка). 
 
 
Рисунок 4.1 
 
Статичний момент площі фігури відносно осі, що лежить у тій самій 
площині, дорівнює добутку площі фігури на відстань її до центра ваги від 
цієї осі.  
Статичний момент площі фігури – момент першого порядку, 
розмірність його м
3
. Він може бути величиною додатною, від’ємною і 
дорівнювати нулю (відносно осі симетрії фігури або відносно центральної 
осі, тобто осі, що проходить через центр ваги перетину).  
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Для визначення центра ваги складних фігур застосовують метод 
розбиття, статичний момент площі всієї фігури визначають як 
алгебраїчну суму статичних моментів окремих її частин. Координати 
центра ваги складного перетину визначають за формулами 
 



A
S
x
Y
C ;   



A
S
y
X
C , 
 
де  YS ,  XS  – сума статичних моментів окремих площ; 
          A  – сума окремих площ. 
Осі, що проходять через центр ваги перетину, називають 
центральними осями. Статичний момент площі відносно центральної осі 
дорівнює нулю.  
Полярний момент інерції плоскої фігури відносно полюса, який 
лежить у тій самій площині, – це взята на всій площині сума добутків 
площ елементарних площадок на квадрати їх відстаней від полюса. 
Полярний момент площі перетину довільної форми відносно полюса 
O  (див. рис. 4.1) визначають за інтегралом  
 

A
p dAI
2 ,  
 
де   – відстань від центра елементарної площадки (елемента площі) dA   
            до осі, перпендикулярної до площини перетину, що проходить  
            через точку O  (полюс), 
 
222 xy  . 
 
Осьовий момент інерції плоскої фігури відносно осі, що лежить у 
тій самій площині, – це взята на всій площі сума добутків площ 
елементарних площадок на квадрат їх відстаней від цієї осі.  
Осьові моменти інерції площі перетину довільної форми 
(див. рис. 4.1) відносно осей OX  та OY  визначають за інтегралами 
 

A
X dAyI
2 ;                   
A
Y dAxI
2
. 
 
Полярний та осьові моменти інерції площі перетину величини 
завжди додатні і не дорівнюють нулю. 
Залежність між осьовими та полярним моментами інерції  
 
  YX
AA
p IIdAxydAI  
222 . 
 
Моменти інерції фігури – моменти другого порядку, розмірність м
4
. 
 40 
Сума осьових моментів інерції відносно двох взаємно 
перпендикулярних осей дорівнює полярному моменту інерції відносно 
точки перетину цих осей (початку координат). 
Залежність між моментами інерції при паралельному переносі осей 
 
2
1
aAII XX  . 
Осьовий момент інерції відносно будь-якої осі 1X  дорівнює 
осьовому моменту інерції відносно центральної осі X , яка паралельна осі 
1X , плюс добуток площі на квадрат відстані між осями. 
 
Головні осі та головні моменти інерції 
Центральні осі – осі, які проходять через центр ваги плоскої фігури. 
Центральні моменти інерції плоскої фігури (перетину) – моменти 
інерції відносно центральних осей.  
Якщо осі координат повертати у своїй площині навколо початку 
координат, то полярний момент інерції перетину залишиться постійним, а 
осьові моменти інерції будуть змінюватися, причому  
 
constIII pYX  . 
Якщо сума двох змінних величин залишається сталою, то одна з них 
зменшується, а друга збільшується. Отже, при якомусь положенні один із 
осьових моментів досягає максимального, а другий – мінімального 
значень.  
Головні осі інерції – осі, відносно яких осьові моменти інерції 
перетину (плоскої фігури) досягають максимальних і мінімальних 
значень. 
Головні моменти інерції перетину – це осьові моменти інерції 
відносно головних осей. 
Головні центральні осі – це головні осі, які проходять через центр 
ваги перетину (плоскої фігури). Якщо фігура має хоча б одну вісь 
симетрії, то ця вісь завжди буде однією з головних центральних осей. 
Головні центральні моменти інерції перетину (плоскої фігури) – 
це моменти інерції відносно головних центральних осей.  
В інженерних розрахунках важливе значення мають головні 
центральні моменти інерції.  
Моменти інерції перетинів є геометричними характеристиками, які 
дають змогу порівняти жорсткість брусів із заданого матеріалу з їхнім 
опором зовнішнім силам. 
Опір бруса згину та крученню характеризують також моментами 
опору перетинів: осьовими та полярним. 
Осьові моменти опору перетинів визначають за формулами 
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maxy
I
W XX  ;                            
maxx
I
W YY  , 
де maxy , maxx  – координати точок поперечного перетину максимально  
                            віддалених від осей OX  та OY . 
Полярний момент опору перетину відповідно  
max
p
p
I
W  , 
де max  – координата точки перетину, максимально віддаленої від 
                  полюса.  
Полярні моменти інерції та полярні моменти опору для поперечних 
перетинів: 
- круг (рис. 4.2а) 
 
324DI p   ;                    16
3DWp   ; 
 
- кільце (рис. 4.2б) 
 4
4
1
32





D
I p ;               ,1
16
4
3





D
Wp      де .Dd  
 
 
Рисунок 4.2 
 
Осьові моменти інерції та осьові моменти опору для поперечних 
перетинів: 
- круг (див. рис. 4.2а) 
;644DIII YX                          ;32
3
0 DWWW YX    
- прямокутник (рис. 4.2в) 
 
;
12
3hb
I X

          ;
12
3bh
IY

                ;
6
2hb
WX

           .
6
2bh
WY

  
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Задача №4  
Визначення осьових моментів інерції  
плоских перетинів  
 
Для заданого перетину (рис. до задачі 4, табл. до задачі 4) визначити 
положення головних центральних осей; головні центральні моменти 
інерції та осьові моменти опору відносно головних центральних осей. 
План розв’язування задачі: 
1. Виписати необхідні для розв’язування задачі дані з таблиць 
сортаменту (додатки 6, 7). 
2. Визначити геометричні характеристики полоси. 
3. Накреслити перетин у масштабі 1:1 або 1:2. Усі розміри, 
використані у розрахунках, позначити на кресленні.  
4. Вибрати раціональне розміщення допоміжних координатних осей. 
5. Визначити положення центра ваги перетину. 
6. Провести паралельно допоміжним осям головні центральні осі й 
визначити величини головних центральних моментів інерції перетину. 
7. Визначити осьові моменти опору перетину відносно головних 
центральних осей. 
 
Таблиця до задачі 4 
 
№ з/п 
Розміри швелера 
(двотавра) 
№ з/п 
Розміри швелера 
(двотавра) 
1 12 6 22 
2 14 7 24 
3 16 8 27 
4 18 9 30 
5 20 0 10 
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Рисунок до задачі 4 
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Рисунок до задачі 4 (закінчення)  
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Приклад розв'язування задачі №4 
Визначення осьових моментів інерції плоских перетинів 
Для заданого перетину (рис. 4.3) визначити положення головних 
центральних осей; головні центральні моменти інерції та осьові моменти 
опору відносно головних центральних осей, якщо двотавр №33.  
 
Розв’язування 
Геометричні характеристики вказаного прокатного профілю 
виписуємо з таблиць сортаменту ГОСТ 8239-89 (додаток 6). Для двотавра 
№ 33 позначаємо їх індексом 1.  
;3301 ммh   ;1401 ммb   ;0,71 ммd   ;2,111 ммt   ;8,53
2
1 смA   
;419 41 смI X   .9840
4
1 смIY   
Визначаємо геометричні характеристики полоси, позначимо їх 
індексом 2. Розміри полоси  
;5,824330412 ммhb     .33012 ммha   
Площа поперечного перетину полоси 
.2723325,8 2222 смabA   
Осьові моменти інерції полоси 
;1544
12
25,833
12
4
33
22
2 см
ba
I X 



  
.24706
12
3325,8
12
4
33
22
2 см
ab
IY 



  
Викреслюємо перетин у масштабі (див. рис. 4.3). 
Координати центра ваги перетину в системі координат 11YX : 
0Cx ,   тому, що вісь Y  є віссю симетрії; 
,
21
22111
AA
yAyA
A
S
y CC
X
C





 
де 1Cy  – відстань (координата) від центра ваги площі першої фігури  
               перетину (двотавра) до осі  1X , 01 Cy ; 
     2Cy  – відстань (координата) від центра ваги площі другої фігури  
                перетину (полоси) до осі 1X ,  
.25,111
2
5,82
2
140
2 ммyC   
Підставимо значення й отримаємо  
.9,92
2728,53
25,1112720
ммyC 


  
Проводимо через точку C  головні центральні осі XY  (див. рис. 4.3). 
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Рисунок 4.3 
 
Визначаємо осьові моменти інерції відносно головних центральних 
осей, тобто головні центральні моменти інерції заданого перетину 
;34600247069840 421 смIII YYY   
     222
2
11 835,129,9 AIAII XXX  
        .5980835,1272154429,98,53419 422 см  
Визначаємо осьові моменти опору відносно головних центральних 
осей 
;367
29,16
5980 3
max
см
y
I
W XX   
;2097
5,16
34600 3
max
см
x
I
W YY   
де maxx , maxy  – координати точок заданого перетину, максимально  
                            віддалених від осей X та Y (рис. 4.3): 
;29,16729,9max смy      .5,16max смx   
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5. КРУЧЕННЯ СТЕРЖНЯ КРУГЛОГО  
ПОПЕРЕЧНОГО ПЕРЕТИНУ 
 
Кручення  
Кручення – вид деформації, при якому в будь-якому поперечному 
перетині бруса виникає тільки крутний момент, KPM .  
Деформації кручення виникають, якщо до прямого бруса у 
площинах, перпендикулярних до осі, прикладено пару сил M  (рис 5.1). 
Моменти цих пар називають обертаючими (якщо брус обертається), 
позначають їх T , і скручувальними (якщо брус не обертається), 
позначають їх M . 
Брус круглого поперечного перетину, що працює на деформацію 
кручення, називають валом. Кручення зазнають вали двигунів та 
верстатів, інші металоконструкції. На кручення працюють також стержні з 
перетинами інших форм. 
 
 
 
Рисунок 5.1 
 
Крутний момент KPM  у будь-якому перетині вала дорівнює 
алгебраїчній сумі зовнішніх скручувальних моментів, прикладених до 
бруса справа чи зліва від перетину. Крутний момент вважають додатним, 
якщо при погляді у торець відсіченої частини вала (метод перетинів) він 
діє проти годинникової стрілки. При визначенні крутного моменту 
зовнішні скручувальні моменти входять до рівнянь зі знаком «плюс», 
якщо вони діють за годинниковою стрілкою. 
Для розрахунку бруса на міцність при крученні, так як і при розтягу 
(стиску) необхідно визначити небезпечний перетин. У випадку, якщо 
розміри поперечного перетину на довжині бруса постійні, то 
небезпечними будуть перетини, у яких крутні моменти максимальні. 
Графік, який показує закон зміни крутних моментів на довжині бруса, 
називають епюрою крутних моментів. Будують її аналогічно епюрі 
поздовжніх сил, користуючись правилом визначення крутних моментів. 
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При крученні бруса у його поперечних перетинах виникають тільки 
дотичні напруження. Для круглого стержня (вала) дотичні напруження 
визначають за формулою  
, 
p
KP
I
М
 
де   − відстань від центра (полюса) круглого перетину до точки, в якій  
             визначають дотичні напруження (рис. 5.2а). 
Епюра розподілу дотичних напружень за висотою поперечного 
перетину зображена на рис. 5.2б. 
 
 
 
Рисунок 5.2 
 
Дотичні напруження дорівнюють нулю в центрі перетину, 0  і 
досягають максимального значення у точках контура, 2d . У 
проміжних точках перетину дотичні напруження лінійно залежать від 
відстані   (див. рис. 5.2б). Оскільки   pp WdI 2 , то pKP WMmax . 
Умова міцності при крученні. Міцність вала забезпечується, якщо 
максимальне дотичне напруження не перевищує допустимого 
 
  
p
KP
W
М
max , 
 
де    – допустиме дотичне напруження при крученні, визначають  
              залежно від допустимого напруження розтягу  P : 
для сталей        P 6,055,0  ; 
 
для чавунів        P 2,11 . 
 
З допомогою умови міцності вала при крученні розв’язують три 
типи задач. 
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1. Добір поперечного перетину (проектний розрахунок), тобто виз-
начення потрібних його розмірів з розрахунку полярного моменту опору 
 KPp MW  , для круглого перетину 3 16 pWd  . 
2. Перевірка міцності, зводиться до порівняння фактичного 
(дійсного) та допустимого дотичних напружень за формулою  
  
p
KP
W
М
max . 
3. Визначення найбільшого допустимого крутного моменту 
    pKP WM   . 
Деформація при крученні характеризується поворотом поперечних 
перетинів вала один відносно одного на деякий кут   − кут 
закручування. Для вала постійної жорсткості PIG   довжиною l  при 
постійному значенні крутного моменту KPM  кут закручування (повний 
кут закручування) визначають за формулами 
 рад
IG
lМ
P
KP


 ;                    .
180
град
IG
lМ
P
KP






  
Ці співвідношення називають законом Гука при крученні. Для 
циліндричного бруса, який має кілька ділянок, які різняться розмірами 
поперечного перетину, величиною крутного моменту, матеріалом, повний 
кут закручування дорівнює алгебраїчній сумі кутів закручування окремих 
ділянок  i . 
Повний кут закручування вала не повністю характеризує 
деформацію кручення, оскільки залежить від довжини вала. Жорсткість 
вала оцінюють відносним кутом закручування, який визначають за 
формулами 
l  ;                 ;





м
рад
IG
М
P
KP                 .
180







м
град
IG
М
P
KP

  
Умова жорсткості вала при крученні. Жорсткість вала достатня, 
якщо найбільший відносний кут закручування не перевищує допустимого 
його значення 
 

 




180
P
KP
IG
М
, 
де    – допустимий кут закручування вала. 
З допомогою умови жорсткості (як і умови міцності) виконують три 
види розрахунків конструкцій: проектний, перевірний і визначення 
допустимого навантаження.  
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Задача №5 
Розрахунок вала на кручення 
 
На вал (рис. до задачі 5, табл. до задачі 5) насаджено 5 шківів, які 
передають потужності 1P , 2P , 3P , 4P , 0P . Визначити, з умови міцності на 
кручення, діаметри окремих ділянок вала. Провести перевірку вала на 
жорсткість при допустимому куті закручування   ./2 мград  Частота 
обертання вала  , відстань мa 4,0 . Матеріал – сталь 45, ][ =60МПа; 
4108G МПа.  
 
План розв’язування задачі: 
1. Визначити, нехтуючи тертям  у  підшипниках,  потужність на 
шківі 0P . 
2. Знайти скручувальні моменти, що передаються кожним шківом.  
3. Визначити крутні моменти KPM  на кожній ділянці вала. 
Побудувати епюру крутних моментів.  
4. З умови міцності на кручення визначити діаметри вала на окремих 
його  ділянках.  Заокруглити  отримані   величини   до   розміру  кратного 
2 або 5.  
5. Виконати ескіз ступінчастого вала (з позначенням діаметрів і 
довжин окремих ділянок). 
6. Визначити величини кутів закручування на окремих ділянках і 
побудувати епюру кутів закручування для всього вала, приймаючи за 
нерухомий перетин один з кінців вала або перетин, де діє 0P . 
7. Провести перевірку вала на жорсткість. 
 
Таблиця до задачі 5 
 
№ з/п кВтP ,1  кВтP ,2  кВтP ,3  кВтP ,4  секрад,  
1 11 12 13 14 10 
2 12 13 14 11 20 
3 13 14 11 12 30 
4 14 13 12 11 40 
5 11 12 13 14 50 
6 12 13 14 11 60 
7 13 14 11 12 70 
8 14 11 12 13 80 
9 16 17 13 15 90 
0 15 16 14 13 100 
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Рисунок до задачі 5 
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Рисунок до задачі 5 (закінчення)  
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Приклад розв’язування задачі №5 
Розрахунок вала на міцність і жорсткість 
На вал (рис. 5.3а) насаджено 5 шківів, які передають потужності 
;101 кВтP   ;502 кВтP   ;483 кВтP   .804 кВтP   Визначити, з умови 
міцності на кручення, діаметри окремих ділянок вала. Провести перевірку 
вала на жорсткість при допустимому куті закручування   ./2 мград  
Частота обертання вала 140  c ; відстань мa 4,0 ; матеріал – сталь 45; 
  50 МПа; 4108G МПа.  
 
Розв’язування 
Значенняпотужності 0P  визначаємо на основі рівняння балансу 
потужностей, записаного з урахуванням напряму дії зосереджених 
моментів (тертям в опорах нехтуємо), 
043210  PPPPP , 
звідки 
.288048501043210 кВтPPPPP   
Скручувальні моменти іМ , які передаються кожним шківом, 
визначаємо за формулою 

i
і
P
М  ,         де    і=0, 1, 2, 3, 4. 
Підставивши значення, отримаємо 
;7,0
40
28
0 кНмМ      ;25,0
40
10
1 кНмМ      ;25,1
40
50
2 кНмМ   
;2,1
40
48
3 кНмM       .0,2
40
80
4 кНмM   
Крутні моменти KPiМ  4)3,2,,1( i  на кожній ділянці вала 
визначаємо, розглядаючи ділянки зліва і справа, (рис. 5.3б): 
;7,001 кНмMMKP   
;45,025,07,0102 кНмMMMKP   
кНмMMKP 0,243  ; 
кНмMMMKP 8,02,10,2344  . 
За отриманими значеннями будуємо епюру крутних моментів 
(рис. 5.3в). 
З умови міцності на кручення    pKP WМmax , враховуючи, що 
момент опору круглого поперечного перетину 33 2,016 ddWp   , 
визначаємо діаметр вала на кожній ділянці за формулою 
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3
][2,0 
KPi
i
M
d  . 
Підставивши значення крутних моментів, отримаємо 
;100,41
10502,0
7,0 3
3
31
мd 

  
;104,35
10502,0
45,0 3
3
32
мd 

  
;108,42
10502,0
8,0 3
3
33
мd 

  
.101,58
10502,0
0,2 3
3
34
мd 

  
Приймаємо діаметри ділянок вала 
;421 ммd д   ;362 ммd д   ;443 ммd д   .584 ммd д   
За отриманими значення виконуємо ескіз вала (рис. 5.3г).  
Кути закручування окремих ділянок вала визначимо за формулою 
pi
iKPi
i
IG
lМ


 ;   і=1, 2, 3, 4, 
де il  – довжина ділянки вала;  
    G  – модуль зсуву, МПаG 4101,8  ; 
 piI  − полярний момент інерції поперечного перетину вала  
            
4
4
1,0
32
iд
iд
pi d
d
I 



. 
Підставивши значення, отримаємо 
;1010,1
)042,0(1,0101,8
4,07,0 2
471
рад


  
 
;1098,1
)036,0(1,0101,8
6,045,0 2
472
рад


  
 
;1010,1
)044,0(1,0101,8
4,08,0 2
473
рад


  
 
 
.1009,1
058,01,0101,8
5,00,2 2
474
рад


  
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Рисунок 5.3 
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Визначаємо кути закручування перетинів вала B , C , D , E  відносно 
перетину A  
;1010,1 21 радBA
  
  ;1008,31098,110,1 222 радBAСА
    
  ;1098,11010,108,3 223 радCADA
    
  .1089,01009,198,1 224 радDAЕА
    
Будуємо епюру кутів закручування вала (рис. 5.3д), прийнявши за 
початок відліку перетин A . 
Перевірку на жорсткість вала виконаємо за умовою жорсткості 
  max , 
де max  – максимальний відносний кут закручування вала. 
Визначимо відносні кути закручування на кожній ділянці вала за 
формулою 
i
i
i
l

  , де   4.3,2,,1i  
Підставиши значення, отримаємо 
 
;1075,2
4,0
1010,1 2
2
1
м
рад



  
 
;1030,3
6,0
1098,1 2
2
2
м
рад



  
 
;1075,2
4,0
1010,1 2
2
3
м
рад



  
 
.101,2
5,0
1009,1 2
2
4
м
рад



  
 
Маємо, що  
 
.2][89,1
14,3
180
1030,3
180 2
2max
м
град
м
град




  

  
 
Отже, умову жорсткості забезпечено. 
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6. ПРЯМИЙ ПОПЕРЕЧНИЙ ЗГИН 
Прямий поперечний згин. Внутрішні силові фактори. 
Правило знаків 
Згин – це стан опору бруса, в якому відбувається викривлення або 
зміна кривизни його осі. Брус, що працює на згин, називають балкою.  
На згин працюють багато конструктивних елементів: осі залізничних 
вагонів, вали, панелі перекриттів, прольотні споруди мостів, стріли кранів, 
плоскі ресори автомобілів і т. д. 
Плоский, або прямий згин – це такий випадок згину, при якому 
викривлення осі балки відбувається у напрямі дії зовнішніх сил та 
навантажень, тобто в одній площині із зовнішними силами.  
Прямий поперечний згин – це такий вид деформації, при якому у 
поперечних перетинах бруса виникають поперечна сила Q  та 
згинальний момент MЗГ  (рис. 6.1). Якщо поперечна сила не виникає, то 
це – чистий згин. 
 
 
Рисунок 6.1 
 
Поперечна сила у будь-якому поперечному перетині балки дорівнює 
алгебраїчній сумі проекцій усіх зовнішніх сил, що діють справа чи зліва 
від перетину на вісь, перпендикулярну до осі балки, тобто  
 
 iYFQ . 
 
Згинальний момент у будь-якому поперечному перетині балки 
дорівнює алгебраїчній сумі моментів усіх зовнішніх сил, що діють справа 
чи зліва від перетину відносно центра ваги перетину.  
 
  iЗГ FMM . 
Для балки, яка перебуває у рівновазі під дією плоскої системи сил, 
перпендикулярних до осі (тобто системи паралельних сил), алгебраїчна 
сума всіх зовнішніх сил дорівнює нулю. Отже, сума зовнішніх сил, які 
діють на балку зліва від перетину, чисельно дорівнює сумі сил, які 
діють на балку справа від перетину.  
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Правила знаків статики непридатні для встановлення знаків Q  і MЗГ. 
Правило знаків поперечної сили (рис. 6.2) та згинального моменту 
(рис. 6.3). 
Якщо сума зовнішніх сил, які діють зліва від перетину, дає 
рівнодійну, направлену вгору, то поперечну силу в перетині вважають 
додатною. І навпаки: для частини балки, розміщеної справа від перетину, 
знаки поперечної сили будуть протилежними (див. рис. 6.2). Або 
поперечні сили додатні, якщо вони намагаються повернути елемент балки 
за годинниковою стрілкою. 
 
 
 
Рисунок 6.2 
 
Якщо зовнішнє навантаження намагається зігнути балку опуклістю 
вниз (розтягуються нижні волокна), то згинальний момент у перетині 
вважають додатним, і навпаки (див. рис. 6.3). 
 
 
 
Рисунок 6.3 
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Користуючись цими правилами, треба уявити мислено перетин 
балки жорстко закріпленим, а в’язі – відкинутими  і заміненими 
реакціями. 
Для визначення опорних реакцій користуються правилами знаків 
статики; для визначення знаків згинального моменту і перерізуючої сили – 
правилами опору матеріалів.  
Усі сили, активні та реактивні, – це навантаження балки.  
Спрощене уявлення реальних опорних елементів, тобто схематизація 
їх, що використовується для побудови розрахункових схем балок у стані 
плоского згину, дає змогу виділити три основні типи опор: шарнірно-
рухома, шарнірно-нерухома та затиснення (жорстке закріплення). Кожну з 
них моделюють у вигляді стержнів (рис. 6.4). 
 
 
 
Рисунок 6.4. Схеми опор балок: 
а) шарнірно-рухома; б) шарнірно-нерухома; в) жорстке закріплення 
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Диференціальні залежності при прямому поперечному згині 
Між згинальним моментом, поперечною силою та інтенсивністю 
розподіленого навантаження існують диференціальні залежності, в основі 
яких лежить теорема Журавського: поперечна сила дорівнює першій 
похідній від згинального моменту за абсцисою перетину балки.  
Диференціальні залежності між силовими факторами при згині 
 
 
 xQ
dx
xdM
 ;           
   
 .
2
2
xq
dx
xdQ
dx
xMd
  
 
Друга похідна від згинального моменту або перша похідна від 
поперечної сили за абсцисою перетину балки дорівнює інтенсивності 
розподіленого навантаження. 
 
Епюри поперечних сил та згинальних моментів 
Для наочного зображення розподілу вздовж осі балки поперечних 
сил і згинальних моментів будують епюри, які дають змогу визначити 
можливий небезпечний перетин балки, встановити значення поперечної 
сили і згинального моменту в цьому перетині. Епюри поперечних сил та 
згинальних моментів можна будувати двома способами. 
Перший спосіб. Записують аналітичні вирази поперечних сил і 
згинальних моментів для кожної ділянки як функції поточної координати 
x  поперечного перетину 
 
 xfQ 1 ,                   xfMЗГ 2 . 
 
Потім за добутими рівняннями будують епюри. 
Другий спосіб. Будують епюри за характерними точками і 
значеннями поперечних сил і згинальних моментів на межах ділянок. 
Застосовуючи цей спосіб, у більшості випадків можна обійтися без 
складання функцій поперечних сил і згинальних моментів. 
Побудову епюр внутрішніх силових факторів при згині покажемо на 
прикладах. 
Приклад 1 (рис. 6.5).  
Визначаємо опорні реакції балки (рис. 6.5а) 
  0CM ;     0 bFbaRB , 
звідки   
ba
bF
RB


 ; 
  0BM ;     0aFbaRM CB , 
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звідки   
ba
aF
RC


 . 
Проводимо перевірку правильності визначення опорних реакцій 
балки 
 
 





 0
ba
aF
F
ba
bF
RFRY CB . 
 
Опорні реакції балки визначено вірно. 
 
 
 
Рисунок 6.5 
 
Використаємо перший спосіб побудови епюр. Розбиваємо балку на 
ділянки. Для кожної ділянки записуємо функції  xQ ,  xMЗГ , а також 
границі, в яких ці функції справедливі (рис. 6.5а): 
ділянка I, ax 0  (зліва) 
 
 
ba
bF
RxQ B


 ;       
ba
bF
aQQ


0 ; 
 
  x
ba
bF
xRxM BЗГ 


 ;    00 ЗГM ;          
ba
abF
aMЗГ


 ; 
 
ділянка ІІ, bx 0  (справа) 
 
 
ba
aF
RxQ C


 ;               
ba
aF
bQQ


0 ; 
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  x
ba
aF
xRxM CЗГ 


 ;        00 ЗГM ;          
ba
abF
bM ЗГ


 . 
 
За отриманими результатами будуємо епюри Q  і ЗГM  (рис. 6.5б,в). 
З епюри ЗГM  (див. рис. 6.5в) визначаємо небезпечний перетин, 
тобто перетин, в якому діє максимальний згинальний момент, перетин K  
 
.max
ba
abF
MЗГ


  
 
Визначаємо значення поперечних сил, використовуючи 
диференціальні залежності (для перевірки): 
- на першій ділянці  
 
 
B
ЗГЗГ R
a
M
Qtg
dx
xdM
 max11 ; 
 
- на другій ділянці  
 
 
C
ЗГЗГ R
b
M
Qtg
dx
xdM
 max22 . 
 
Приклад 2 (рис. 6.6). Використаємо другий спосіб побудови епюр Q , ЗГM . 
 
 
 
Рисунок 6.6 
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І. Контроль правильності побудови епюр поперечних сил та 
згинальних моментів за розрахунковою схемою балки 
Для епюри поперечних сил: 
1. На ділянці балки, навантаженій рівномірно розподіленим 
навантаженням q, епюра поперечних сил зображується прямою, 
нахиленою до осі балки.   
2. На ділянці балки, вільній від q, епюра поперечних сил 
зображується прямою, паралельною осі балки. 
3. Під перетином балки, де прикладена зосереджена сила, на епюрі 
поперечних сил є «стрибок», що дорівнює величині прикладеної сили. 
4. У перетині, де прикладена зосереджена пара сил (зосереджений 
момент), епюра поперечних сил не змінює свого значення. 
 
Для епюри згинальних моментів: 
1. На ділянці балки, навантаженій рівномірно розподіленим 
навантаженням q, епюра згинальних моментів зображується 
квадратичною параболою. 
2. На ділянках балки, вільних від q, епюра згинальних моментів 
зображується прямою лінією, нахиленою до осі балки. 
3. Згинальний момент досягає екстремальних значень у перетинах, 
де поперечні сили дорівнюють нулю. 
4. Під перетином балки, де прикладена зосереджена пара сил 
(зосереджений момент), на епюрі згинальних моментів є «стрибок», що 
дорівнює величині зосередженого моменту. 
5. На ділянках балки, де поперечна сила дорівнює нулю, балка 
працює на чистий згин, епюра згинальних моментів – пряма, паралельна 
осі балки. 
 
ІІ. Перевірка епюри згинальних моментів із використанням 
диференціальної залежності при згині (за епюрою Q ). 
Виконують перевірку за епюрою поперечних сил, використовуючи 
залежність  
 
 
 xQ
dx
xdMЗГ  , 
 
враховуючи, що епюра Q  – це графічне зображення похідної від 
згинального моменту ЗГM : 
1. Функція згинального моменту  xMЗГ  зростає, якщо похідна 
функції, тобто  xQ  – додатна. 
2. Функція згинального моменту  xMЗГ  спадає, якщо похідна 
функції, тобто  xQ  – від’ємна. 
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3. Функція згинального моменту  xMЗГ  досягає екстремального 
значення у точці, де її похідна  xQ  дорівнює нулю. Функцію згинального 
моменту у цьому перетині обов’язково необхідно досліджувати на 
екстремум. 
 
Напруження при згині. Розрахунок на міцність 
Руйнівним внутрішнім силовим фактором при прямому поперечному 
згині є згинальний момент. Від дії згинального моменту у поперечному 
перетині балки виникають нормальні напруження, які визначають за 
формулою 
  ,y
I
M
y
X
ЗГ   
де y  – відстань від осі X  (нейтральної осі) до точок поперечного  
            перетину, в яких визначають нормальне напруження (рис. 6.7а). 
Аналізуючи цю формулу, отримують епюру розподілу нормальних 
напружень за висотою перетину (рис. 6.7б). 
Максимальні нормальні напруження та умова міцності при згині за 
нормальними напруженнями 
  
X
ЗГ
X
ЗГ
W
M
y
I
M max.
max
max.
max , 
де XW  – осьовий момент опору поперечного перетину, визначають за  
               формулою 
maxy
I
W XX  . 
 
Рисунок 6.7 
 65 
Задача №6  
Побудова епюр поперечних сил і  
згинальних моментів для консолі  
 
Для заданої консольної балки (див. рис. до задачі 2, табл. до задачі 2) 
побудувати епюри поперечних сил і згинальних моментів. 
 
План розв’язування задачі: 
1. Записати функції поперечних сил і згинальних моментів на 
ділянках консолі. 
2. Побудувати епюри поперечних сил і згинальних моментів. 
 
 
 
 
 
 
 
Задача №7  
Побудова епюр поперечних сил і  
згинальних моментів для балки на двох опорах , 
розрахунок на міцність  
 
Для заданої балки (див. рис. до задачі 1, табл. до задачі 1) 
побудувати епюри поперечних сил і згинальних моментів, підібрати 
двотавровий перетин балки. Матеріал балки – сталь,   .160МПа  
 
План розв’язування задачі: 
1. Визначити реакції опор. 
2. Записати функції поперечних сил і згинальних моментів на 
ділянках балки. 
3. Побудувати епюри поперечних сил і згинальних моментів. 
4. З умови міцності за нормальними напруженнями підібрати 
двотавровий перетин балки. 
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Приклад розв’язування задачі №6 
Побудова епюр поперечних сил і  
згинальних моментів для консолі  
Для заданої консольної балки (рис. 6.8а) побудувати епюри 
поперечних сил і згинальних моментів. 
Розв’язування 
Розбиваємо балку на три ділянки. Границями ділянок є перетини, де 
прикладені зосереджена сила F , зосереджений момент M  та перетини, де 
починається і закінчується розподілене навантаження q .  
При прямому поперечному згині в перетинах виникають такі 
внутрішні силові фактори – згинальний момент  xMЗГ  і поперечна сила 
 xQ . Для їх визначення використовуємо метод перетинів. 
На кожній ділянці балки (для консольної балки розглядаємо ділянки 
з вільного кінця) робимо умовні перетини, відкидаємо ліву частину балки 
і розглядаємо рівновагу правої. Сили взаємодії частин балки замінюємо 
внутрішніми зусиллями  xQ  і  xMЗГ  (рис. 6.8б). Визначаємо їх як 
функції поточної координати x  на основі рівнянь рівноваги   0Y ; 
  00M , використовуючи правило знаків. 
Визначаємо поперечні сили і згинальні моменти на кожній ділянці 
консолі: 
ділянка ,   мx 5,10   (справа), 
  ;10 xxqxQ   
  ;00 Q     155,1105,1 Q кНм; 
  ;
2
10
2
22 xx
qxM ЗГ   
  ;00 ЗГM     ;25,11
2
5,1
105,1
2
кНмM ЗГ   
ділянка ,   мxм 45,1   (справа), 
  ;3510  xFxqxQ  
  20355,1105,1 Q кНм; 
  ;5354104 кНQ   
     5,135
2
105,1
2
22
 x
x
xF
x
qxM ЗГ ; 
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;25,11)5,1( кНмMЗГ 
    .5,75,1435
2
4
104
2
кНмM ЗГ   
Досліджуємо функцію  xMЗГ  на екстремум 
 
;0)( 0  FxqxQ
dx
xM ЗГ  
м
q
F
x 5,3
10
35
0  . 
Тоді  
  .75,85,15,335
2
5,3
10)5,3(
2
екстр кНмMM ЗГЗГ   
Зазначимо, що необхідною умовою екстремуму функції  xMЗГ  на 
ділянці є нульове значення на цій ділянці  xQ . 
Ділянка ,   мхм 64   (справа), 
  ;3510  xFxqxQ  
  ;5354104 кНQ   
  ;25356106 кНQ   
      155,335
2
105,1
2
22
 x
x
MxF
x
qxM ЗГ ; 
  кНмM ЗГ 5,7155,1435
2
4
10)4(
2
 ; 
  .5,37155,1635
2
6
10)6(
2
кНмM ЗГ   
За отриманими результатами будуємо епюри Q  i ЗГM  (рис. 6.8в,г). 
Епюру згинальних моментів будуємо з боку розтягнутих волокон, тобто 
додатні значення згинальних моментів відкладаємо вниз від осі, а від’ємні 
– вгору. 
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Рисунок 6.8 
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Приклад розв’язування задачі №7 
Побудова епюр поперечних сил і згинальних  
моментів для балки на двох опорах, розрахунок на міцність  
Для заданої балки (рис. 6.9а) побудувати епюри поперечних сил і 
згинальних моментів. З умови міцності за нормальними напруженнями 
підібрати двотавровий перетин балки. Матеріал балки – сталь, 
  .160МПа  
Розв’язування 
Використаємо розв’язок першої задачі. Сили реакцій 
 
кНBY 3,36 ,    кНCY 7,48 . 
 
Викреслюємо розрахункову схему (рис. 6.9б). 
Розбиваємо балку на три ділянки. Для кожної ділянки записуємо 
функції поперечної сили  xQ  і згинального моменту  xMЗГ : 
ділянка ,   мx 5,10   (зліва), 
  ;203,36 xxqBxQ Y   
  3,360 Q кН; 
  ;3,65,1203,365,1 кНQ   
 
2
203,36
2
22 x
x
x
qxBxM YЗГ  ;  
  00 ЗГM ; 
  3295,31
2
5,1
205,13,365,1
2
ЗГM кНм; 
 
ділянка ,   мхм 35,1   (зліва), 
  15203,36  xFxqBxQ Y ; 
  ;3,21153,65,1 кНQ   
  ;7,8153203,363 кНQ   
    5,1
2
2
xF
x
qxBxM YЗГ  
 5,115
2
203,36
2
 x
x
x ; 
  ;325,1 кНмMЗГ   
    кНмM ЗГ 4,41
2
3
205,131533,363
2
 ; 
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Рисунок 6.9 
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ділянка ,  мx 0,20   (справа), 
  ;207,48 xxqCxQ Y     
  ;7,480 кНмQ   
  7,82207,482 Q кН; 
 
2
207,48
2
22 x
x
x
qxCxM YЗГ  ; 
  ;00 ЗГM  
  .4,57
2
2
2027,480,2
2
кНмM ЗГ   
Досліджуємо функцію  xM  на екстремум на ІІ-ій ділянці 
0)(
)(
0  FxqBxQ
dx
xdM
Y
ЗГ , 
звідки 
м
q
FB
x Y 6,2
20
153,36
0 



 . 
Тоді  
 
  .435,16,215
2
6,2
206,23,36)6,2(
2
екстр кНмMM ЗГЗГ   
Необхідною умовою екстремуму функції  xMЗГ  на ділянці є 
нульове значення на цій ділянці  xQ . 
Будуємо епюри Q  і ЗГM  (рис. 6.9в,г). 
З умови міцності на згин за нормальними напруженнями 
  
0
max
max
W
M ЗГ  
визначаємо необхідний осьовий момент опору перетину 
 
36
3
max
0 10359
160
104,57
м
M
W ЗГ 





, 
де кНмMЗГ 4,57max   – максимальний згинальний момент, що діє в 
перетині на балку.  
Для заданої балки підбираємо поперечний перетин – двотавр №27 
(ГОСТ 8239-56)     ;10371 36мWдв
    24102,40 мAдв
  (додаток 6). 
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7. СУМІСНА ДІЯ ЗГИНУ З КРУЧЕННЯМ 
Одночасних деформацій згину і кручення зазнає більшість валів 
(прямих брусів круглого або кільцевого перетину).  
Сумісна дія згину з крученням − вид складного опору, при якому 
зовнішні сили, що діють на брус, викликають у ньому такі внутрішні 
силові фактори: крутний момент, згинальні моменти й поперечні сили.  
Під дією згину та кручення у поперечному перетині бруса 
виникають нормальні напруження від згинального моменту в двох 
площинах і дотичні напруження від кручення й поперечних сил. 
При розрахунку валів враховують крутний і згинальний моменти. 
Поперечні сили не враховують, оскільки відповідні їм дотичні 
напруження відносно невеликі. 
При сумісній дії згину та кручення елемент матеріалу в 
небезпечному перетині перебуває у плоскому напруженому стані 
(рис. 7.1). 
Максимальні нормальні й дотичні 
напруження для круглих валів 
визначають за формулами 
 
                   
3
0
32
d
M
W
M ЗГЗГ



 ; 
 
                     
3
16
d
M
W
M KP
p
KP



 , 
 
де 20WWP  ; 
              Рисунок 7.1     , закон парності дотичних напружень. 
 
Найбільшого значення нормальні й дотичні напруження досягають 
на поверхні вала. 
Для визначення згинального моменту розглядають згин вала у двох 
взаємно перпендикулярних площинах (вертикальній і горизонтальній). 
Будують епюри згинальних моментів у двох площинах, і сумарну. 
Значення згинальних моментів у характерних перетинах зводять до 
сумарного (рівнодійного) за формулою 
 
.22 YZЗГ MMM   
 
Небезпечні перетини вала визначають співставленням епюр 
сумарних згинальних моментів і крутного моменту. Небезпечними є 
перетини, де  ЗГM  і KРM  одночасно досягають найбільших значень.  
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При одночасній дії нормальних і дотичних напружень міцність 
матеріалу оцінюють за однією з теорій міцності. 
Теорії міцності застосовують за призначенням, тобто перша і друга 
теорії – для крихких матеріалів, третя і четверта – для пластичних; теорії 
Мора та Писаренка-Лебедєва – для матеріалів з різними границями 
текучості при розтягу і стиску. 
Розрахунок вала на міцність при складному опорі проводять за 
зведеним (еквівалентним, розрахунковим) моментом PM   еквM . 
Визначають його залежно від прийнятої теорії міцності: 
– за 3-ою теорією міцності (найбільших дотичних напружень) 
 
;22 KPЗГP MMM   
 
– за 4-ою теорією міцності (енергетичною)  
 
.75,0 22 KPЗГP MMM   
 
Умова міцності при сумісній дії згину з крученням 
 
 

 


3
0
32
d
M
W
M PP
екв , 
 
де екв  – еквівалентне (розрахункове) нормальне напруження; 
       0W  – осьовий момент опору перетину бруса, для круглого 
                поперечного перетину 3230 dW   . 
При перевірних розрахунках вала на згин з крученням визначають 
коефіцієнт запасу міності як відношення границі текучості Т  до 
еквівалентного напруження, визначеного за відповідною теорією міності  
 
еквТMS    
 
або  
 
22


SS
SS
SM


 , 
 
де S , S  – коефіцієнти запасу міцності відповідно при згині та крученні,  
                    max TS  ,    max TS  . 
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Задача №8 
Розрахунок вала на згин з крученням 
Стальний вал трансмісії (рис. до задачі 8, табл. до задачі 8) 
обертається з частотою n об/хв і передає через два ведених шківи пасових 
передач потужності, задані у табл. до задачі 8. Діаметри шківів смD 601  , 
смD 402  , смD 303  ; відстань смa 100 ; матеріал − сталь 45; 
  .100МПа  Визначити діаметр вала з умови міцності.  
 
План розв'язування задачі: 
1. Визначити потужність на шківі (з умови балансу потужностей), де 
вона не задана. 
2. Визначити скручувальні моменти на кожному шківі, крутні 
моменти на ділянках вала й побудувати епюру крутних моментів. 
3. Визначити тиск, що передається кожним шківом на вал, 
вважаючи, що натяг ведучої вітки паса у два рази більший, ніж натяг 
веденої. 
4. Визначити величини складових сил тиску, що діють у 
горизонтальній і вертикальній площинах. 
5. Побудувати епюри згинальних моментів у горизонтальній і 
вертикальній площинах. 
6. Визначити сумарні згинальні моменти у характерних перетинах 
вала. Побудувати епюру сумарних згинальних моментів. 
7. Визначити розрахунковий момент, користуючись третьою теорією 
міцності. 
8. Визначити діаметр вала з умови міцності. 
 
Таблиця до задачі 8 
 
№ з/п 1a  
 
2a  
 
3a  
 
хвобn /,  
 
кВтP ,1  
 
кВтP ,2  
 
кВтP ,3  
 
1   0 270 360 150 - 10 20 
2  90   0 180 100 10 - 20 
3 180 270   0 200 10 20 - 
4 270 360   0 300 - 30 40 
5 360   0   90 400 30 - 40 
6   0  90 180 500 30 40 - 
7  90 180 270 600 - 50 60 
8 180 270 360 700 50 - 60 
9 270 360   0 800 50 60 - 
0  90   0 180 900 - 90 50 
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Рисунок до задачі 8 
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Рисунок до задачі 8 (закінчення) 
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Приклад розв’язування задачі №8 
Розрахунок вала на згин з крученням 
Стальний вал трансмісії обертається з частотою хвобn /300  і 
передає через два ведених шківи пасових передач потужності кВтP 701   і 
кВтP 403   (рис. 7.2а). Діаметри шківів ,601 смD   ,402 смD   .303 смD   
Кути нахилу пасів ,301   ,2402   1803  (на рис. 7.2а кути 
відкладено від осі Y ), відстань смa 100 ; матеріал − сталь 45, 
  .200МПа  Визначити діаметр вала з умови міцності.  
 
Розв’язування 
З балансу потужностей визначаємо потужність, яку передає ведучий 
шків, 
.1104070312 кВтPPP   
Величини скручувальних моментів, які передають шківи, визначаємо 
за формулою 
ii PM  ,  ( 3,2,1i ) 
де   − кутова швидкість вала, визначаємо її за формулою 
14,31
30
300
30




 c
n 
 . 
Тоді моменти на шківах 
;23,24,31701 кНмM   
 
;50,34,311102 кНмM   
 
.27,14,31403 кНмM   
Використовуючи метод перетинів, будуємо епюру крутних 
моментів, KРM  (рис. 7.2б). 
Визначаємо сили натягу пасових передач за формулою 
iii DMt 2 . 
Відповідно 
;43,7
6,0
23,22
1 кНt 

     ;5,17
4,0
50,32
2 кНt 

      .47,8
3,0
27,12
3 кНt 

  
Сили тиску на вал у місцях посадки шківів визначаємо за формулою 
.3 ii tF   
Тобто 
;3,2243,731 кНF   
 
;4,525,1732 кНF   
 
.4,2547,833 кНF   
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Розкладаємо сили тиску на вертикальні й горизонтальні складові 
;2,1130sin3,2230sin11 кНFF Z 
  
;3,1930cos3,2230cos11 кНFF Y 
  
;4,4560sin4,5260sin22 кНFF Z 
  
;2,2660cos4,5260cos22 кНFF Y 
  
;03 ZF  
.4,2533 кНFF Y   
Розглянемо навантаження вала у вертикальній площині (рис. 7.2в). 
Вертикальні складові реакцій опор A  і B  визначаємо з рівнянь 
рівноваги 








,0124;0
;0234;0
21
12
ZZZAZ
ZZZBZ
FFBM
FFAM
 
звідки  
;4,28
4
22,1134,45
кНAZ 

  
.8,5
4
22,114,45
кНBZ 

  
Перевірка:   ZZZZ BFFAZ 12  
                           .04,454,458,52,114,454,28   
Визначаємо згинальні моменти у характерних перетинах вала у 
вертикальній площині 
;0 BY
A
Y MM  
;4,2814,281 кНмAM Z
K
Y   
;4,1114,4524,2812 2 кНмFAM ZZ
L
Y   
.8,518,51 кНмBM Z
C
Y   
Будуємо епюру згинальних моментів вала у вертикальній 
площині (рис. 7.2г).  
Розглянемо навантаження вала у горизонтальній площині 
(рис. 7.2д). Визначаємо опорні реакції 
  ;0BYM     ;01234 312  YYYY FFFA      ;4,16 кНAY   
  ;0AYM        ;01234 213  YYYY FFFB       .9,15 кНBY   
Перевірка:   YYYYY BFFFAY 312  
                                     06,516,519,154,253,192,264,16  . 
Опорні реакції визначено вірно. 
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Рисунок 7.2 
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Визначаємо згинальні моменти у характерних перетинах вала у 
горизонтальній площині 
;0 BZ
A
Z MM  
;4,1614,161 кНмAM Y
K
Z   
;6,612,2624,1612 2 кНмFAM YY
L
Z   
.9,1519,151 кНмBM Y
C
Z   
 
Будуємо епюру згинальних моментів вала у горизонтальній площині 
(рис. 7.2е). 
Визначаємо сумарні значення згинальних моментів у характерних 
перетинах вала за формулою 
.22 ZYЗГ MMM   
Визначимо 
;0 BЗГ
A
ЗГ MM  
;8,324,164,28 22 кНмM KЗГ   
;2,136,64,11 22 кНмM LЗГ   
.9,169,158,5 22 кНмM CЗГ   
 
Будуємо епюру сумарних згинальних моментів вала (рис. 7.2ж). 
З аналізу епюр KPM  (див. рис. 7.2б) і ЗГM  (див. рис. 7.2ж) 
визначимо небезпечний перетин – це  перетин K , у якому 
;8,32 кНмM ЗГ     .5,3 кНмMKP   
Розрахунковий момент знайдемо  за 3-ою теорією міцності 
 
.335,38,32 2222 кНмMMM KPЗГP   
 
З умови міцності при сумісній дії згину з крученням  
 
 

 


3
0
32
d
M
W
M PP
екв  
 
визначаємо діаметр вала 
 
 
м
M
d P 33
3
3 10119
10200
0,333232 






, 
 
приймаємо     .120ммd   
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8. СТІЙКІСТЬ ЦЕНТРАЛЬНО- 
СТИСНЕНИХ СТЕРЖНІВ 
Умови міцності та жорсткості доповнюють умовою стійкості, яка 
передбачає збереження початкової форми рівноваги конструкції або 
окремих її елементів під дією заданого навантаження. 
Навантаження, при яких втрачається стійкість, називають 
критичними, а відповідні їм стани – критичними станами. 
Небезпека втрати стійкості виникає для тонкостінних конструкцій 
типу гнучких стержнів, довгих стиснених стержнів, пластин і оболонок.  
Критична сила – це найбільше значення стискаючої сили, 
прикладеної центрально, до якої прямолінійна форма рівноваги стержня є 
стійкою. Згин, пов'язаний із втратою стійкості 
стержнем прямолінійної форми, називають 
поздовжнім згином.  
Унаслідок викривлення осі у поперечних 
перетинах стержня виникають два внутрішні 
силові фактори – поздовжня сила FN   і 
згинальний момент ЗГM  (рис. 8.1). Отже, 
викривлений стержень зазнає одночасно 
деформацій центрального стиску і поперечного 
згину.  
Рисунок 8.1  
 
Визначення критичних навантажень є відповідальною частиною 
розрахунку конструкції і дає можливість уникнути втрати стійкості 
введенням відповідного коефіцієнта запасу стійкості  
 
FFn KPст  . 
 
Щоб забезпечити стійкість, необхідно, щоб стискаюча сила F , яка 
діє на стержень, була меншою за критичну KPF . Стійкість стержня 
достатня, якщо 1стn . Значення коефіцієнта запасу стійкості залежить 
від призначення стержня і його матеріалу. Для сталей 3...8,1стn ; для 
чавунів 5,5...5стn ; для дерева 2,3...8,2стn . 
Рівновага абсолютно твердого тіла може бути стійкою, байдужою і 
нестійкою. Аналогічно це можна віднести і до деформованого тіла. 
Довгий стержень при дії осьового стискуючого навантаження 
проходить три форми рівноваги: стійку, байдужу та нестійку.  
Стиснений стержень перебуває у стані стійкої рівноваги (рис. 8.2а), 
якщо сила стиску F  не перевищує критичного значення KPF . Тобто, якщо 
стержень незначно зігнути якимось поперечним навантаженням, а потім  
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це навантаження забрати, то стержень знову вирівняється, набуде 
початкове положення. 
Форма рівноваги стисненого стержня є байдужою (рис. 8.2б), якщо 
сила стиску досягає певного значення, яке дорівнює критичній силі. При 
незначному відхиленні від початкового положення, під дією поперечної 
сили стержень назад не повертається. 
При значенні стискуючої сили, яке перевищує критичне, 
прямолінійна форма рівноваги стержня стає нестійкою, стержень втрачає 
свою початкову форму (рис. 8.2в).  
 
 
Рисунок 8.2 
 
Втрата стійкості стержня може відбутися навіть тоді, коли 
напруження під дією критичної сили не досягнуло границі 
пропорційності.  
Найменше значення стискуючої сили, при якій стержень 
втрачає властивість зберігати прямолінійну форму, називають 
критичною, позначають KPF . 
Задачу визначення величини критичної сили вперше розв’язав 
академік Петербурзької академії наук Леонард Ейлер у 1744р. Формула 
Ейлера 
 
,
2
min
2
l
IE
FKP





 
де E  – модуль пружності І-го роду; 
 minI  – мінімальний осьовий момент інерції поперечного перетину  
             стержня; 
       – коефіцієнт зведення довжини, залежить від способу  
             закріплення кінців стержня; 
      l  – довжина стержня. 
в) 
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Варіанти закріплення кінців стержня зображено на рис. 8.3. 
 
 
 
Рисунок 8.3 
 
Межі застосування формули Ейлера. Формула Ясинського 
Формула Ейлера отримана з диференціального рівняння зігнутої осі 
стержня при шарнірно закріплених кінцях. Виведення формули Ейлера 
ґрунтується на законі Гука, який дійсний доти, доки напруження у 
матеріалі не перевищує границю пропорційності. 
;пцKP                  
 
,
2
max
2
2
min
2
пцKP
E
Al
IE





 


  
де A  − площа поперечного перетину стержня; 
max  − максимальна гнучкість стержня, залежить від геометрії стержня, 
            способів закріплення його кінців. Визначають її за формулою 
min
max
i
l


 , 
де mini  − мінімальний радіус інерції поперечного перетину стержня,  
                 залежить від геометричних параметрів, визначають його за 
                 формулою 
AIi minmin  . 
Формулу Ейлера використовують при гнучкостях, які більші за 
граничну гнучкість стержня 0 , яка залежить від матеріалу стержня і 
визначають її за формулою 
пц
E



2
0  . 
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Формулу Ейлера застосовують тоді, коли гнучкість стержня 
більша або дорівнює граничній гнучкості матеріалу, з якого його 
виготовлено, 
0max   . 
Як приклад, можна визначити граничну гнучкість для маловуглеце-
вої сталі Ст.3, для якої 200пц МПа, модуль пружності 
5102 E МПа. 
  100102001010214,3 66520  . 
Для стержнів з маловуглецевої сталі формулу Ейлера застосовують, 
якщо їх гнучкість 100 . Аналогічно визначають граничну гнучкість для 
інших матеріалів. Зокрема, для чавуну 800  ; для дерева 1100  . 
Якщо гнучкість стержнів менша від граничної, зокрема для 
сталей 100...40 , для визначення напружень застосовують емпіричну 
формулу Ясинського  
max  baKP , 
де ,a  b  – коефіцієнти, що залежать від матеріалу стержня. Для сталі Ст.3 
                ці величини дорівнюють 
МПаa 310 ;  .14,1 МПаb   
Якщо гнучкість 40 , стержні можна розраховувати на міцність 
при простому стиску, не враховуючи небезпеки поздовжнього згину, 
тобто за формулою 
   AF ,    nT  . 
Графік залежності критичних напружень від гнучкості для стержнів, 
виготовлених із маловуглецевої сталі, зображено на рис. 8.4. 
 
 
Рисунок 8.4 
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Зазначимо, що: 
1) при малих значеннях   критичне напруження дорівнює границі 
текучості TKP   ; 
2) при середніх значеннях   критичне напруження менше від 
границі текучості, але більше ніж границя пропорційності 
TKPпц   ; 
3) при великих значеннях   критичне напруження менше від 
границі пропорційності пцKP   . 
Величину критичної сили, яку можна прикласти до стержня, 
отримують у такій послідовності. Визначають: 
а) граничну гнучкість 0 ;  
б) максимальну дійсну гнучкість стержня max . 
в) маючи 
0  і max , для визначення критичних напружень 
використовують одну з таких формул: 
- при   0max                  формулу Ейлера,       
2
max
2  EKP  ; 
- при   0max  ср      формулу Ясинського, max  baKP ; 
- при   ,max ср              формулу на стиск,     TKP   ; 
г) маючи KP , знаходять    AF KPKP  . 
Допустиме значення сили, прикладеної до стержня, визначають як 
  стKP nFF  . 
У розрахунках на стійкість критичне напруження є руйнівним, 
як границя текучості або границя міцності в розрахунках на міцність. 
Тому введено поняття допустимого напруження на стійкість  CT , що 
визначається як частина критичного напруження 
  стKPCT n  . 
Умова стійкості вимагає, щоб напруження, яке виникає при стиску, 
не перевищувало допустимого напруження на стійкість 
 CT
A
F
  max . 
Проте обчислення допустимого напруження на стійкість 
ускладнюється внаслідок того, що критичне напруження залежить не 
лише від властивостей матеріалу, але й від гнучкості стержня. Тому 
введено поняття коефіцієнта зменшення основного допустимого 
напруження на міцність при розрахунку на стійкість 
 
 

 CT , 
де    – допустиме напруження на міцність при стиску,   nT  . 
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Коефіцієнт   для кожного матеріалу можна визначити при будь-
якому значенні гнучкості. Значення його для деяких матеріалів наведено у 
додатку 8. 
Отже, умова стійкості  
 

 


A
Fmax . 
За допомогою умови стійкості розв’язують три типи задач. 
1. Перевірний розрахунок. Перевірка стійкості, тобто виконання 
умови стійкості. Виконують у такій послідовності: 
- визначають мінімальний момент інерції поперечного перетину 
стержня та мінімальний радіус інерції (при однаковому закріпленні у 
головних площинах); 
- обчислюють гнучкість стержня; 
- вибирають коефіцієнт зменшення основного допустимого 
напруження  ; 
- отримані дані підставляють в умову стійкості й перевіряють її 
виконання. 
2. Визначення допустимого навантаження з умови стійкості  
    AF    
виконується аналогічно, крім останньої дії, замість якого обчислюють 
допустиме навантаження. 
3. Підбір поперечного перетину стержня або проектний 
розрахунок.  
Виконується цей розрахунок визначенням площі перетину з умови 
стійкості 
  

F
A . 
Ця задача не має єдиного розв’язку, оскільки до нерівності входять 
дві невідомі величини: площа перетину A  і коефіцієнт  , який залежить 
від невизначених ще розмірів перетину, його форми та довжини стержня. 
Розв’язують задачу методом послідовних наближень з перевіркою 
проміжних результатів за допомогою умови стійкості. У першому 
наближенні беруть довільне значення коефіцієнта зменшення основного 
допустимого напруження, орієнтовно  =0,5…0,6. 
Визначення розмірів поперечного перетину стержня при стійкості 
ускладнюється ще й тим, що наперед не відомо, в якому діапазоні буде 
знаходитися дійсна гнучкість стержня, тобто якою з формул потрібно 
користуватися: Ейлера, Ясинського чи на простий стиск.  
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Задача №9 
Розрахунок на стійкість стисненого стержня 
 
Для заданого стержня (рис. до задачі 9, табл. до задачі 9), визначити 
розміри поперечного перетину, критичну силу й коефіцієнт запасу 
стійкості. Розрахунок проводити послідовними наближеннями, 
попередньо задавшись коефіцієнтом зменшення основного допустимого 
напруження 5,01  . Матеріал стержня  – сталь Ст.3,   МПа160 , 
5102 E МПа. 
 
План розв'язування задачі: 
1. Накреслити задану схему, розмістивши перетин під стояком. 
2. Визначити розміри поперечного перетину, користуючись 
таблицею коефіцієнтів зниження основного допустимого напруження 
(додаток 8).  
3. Визначити критичну силу. 
4. Визначити коефіцієнт запасу стійкості. 
 
Таблиця до задачі 9 
 
№ з/п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
F , кН 800 200 300 400 500 200 300 400 500 600 
l , м 2,4 2,8 2,5 3,0 2,4 2,8 2,5 3,0 2,5 3,0 
Схема 
закріп-
лення 
кінців 
стержня 
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Рисунок до задачі 9 
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Приклад розв’язування задачі №9 
Розрахунок на стійкість стисненого стержня 
Для заданого стержня (рис. 8.5) визначити розміри поперечного 
перетину, критичну силу й коефіцієнт запасу стійкості. Розрахунок 
проводити послідовними наближеннями, попередньо задавшись 
коефіцієнтом зменшення основного допустимого напруження 5,01  . 
Матеріал стержня – сталь Ст. 3,   МПа160 ; кНF 500 ; .3мl    
 
Розв’язування 
Розрахунок проводимо методом послідовних наближень. Перше 
наближення, приймаємо значення коефіцієнта поздовжнього згину 5,01  .  
З умови стійкості визначаємо площу поперечного перетину стержня 
 
24
3
1
1 105,62
1605,0
10500
м
F
A 








. 
 
 
Рисунок 8.5 
 
Для заданого поперечного перетину (рис. 8.5б) визначаємо необхідні 
геометричні характеристики: 
- площа перетину 
222 aaaA  , 
звідки 
;2Aa   
- мінімальний осьовий момент інерції 
;
612
2 43
min
aaa
II Y 

  
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- мінімальний радіус інерції 
a
a
a
A
I
ii YY 289,0
26 2
4
min 

 ; 
- максимальна гнучкість стержня 
aai
l
Y
06,6
289,0
5,27,0






 , 
де   – коефіцієнт зведення довжини стержня, залежить від способу 
закріплення його кінців, для даної схеми (див. рис. 8.5а), .7,0  
Для першого наближення визначимо 
2
4
1 1059,5
2
105,62 



a м; 
 
.108
1059,5
06,6
21




  
З таблиці значень коефіцієнтів поздовжнього згину (див. додаток 8) 
знайдемо: при =100,  =0,60;  при  =110,  =0,52.  
Використовуючи метод лінійної інтерполяції, визначаємо уточнене 
значення коефіцієнта поздовжнього згину, що відповідає гнучкості  
1081  , 
.536,08
10
52,060,0
60,01 

  
 
Проводимо перевірку на стійкість. Визначаємо дійсне й допустиме 
напруження 
МПа
A
F
д 80
105,62
10500
4
3
1
1 





 ; 
 
    МПаст 8,85160536,011   . 
Недонапруження складає 
 
 
%5%7,6%100
8,85
808,85
%100
1
11 



ст
дст


, 
що недопустимо. 
Друге наближення, приймаємо 
518,0
2
536,05,0
2
11
2 





 . 
Проводимо обчислення, аналогічні першому наближенню, 
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;103,60
160518,0
10500 24
3
2 мA





  
 
;1049,5
2
103,60 2
4
2 мa




  
 
,110
1049,5
06,6
22




  
що відповідає 52,02  . 
Дійсне напруження 
МПа
A
F
д 9,82
103,60
10500
4
3
2
2 





 . 
Допустиме напруження 
    МПаст 2,8316052,022   . 
Недонапруження складає 
 
 
%5%36,0%100
2,83
9,822,83
%100
2
22 



ст
дст


. 
Отже, розмір перетину  а=54,9мм. 
Щоб визначити, за якою з формул (Ейлера чи Ясинського) 
проводити розрахунок критичної сили, визначаємо: 
а) граничну гнучкість матеріалу стержня (матеріал – сталь Ст.3) 
,100
200
101,214,3 522
0 




пц
Е


  
де Е – модуль пружності, Е=2,0∙105МПа; 
пц  – границя пропорційності, пц =200МПа; 
б) дійсну гнучкість стержня 
.110
109,54289,0
5,27,0
3







y
д
i
l
  
Так як 100110 0  д , то критичну силу визначимо за формулою 
Ейлера 
 
 
.975
5,27,06
1049,510214,3
)(
4282
2
min
2
кН
l
IE
FKP 









 
Коефіцієнт запасу стійкості   95,1
500
975

F
F
n KPcm . 
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9. ЕНЕРГО-КІНЕМАТИЧНИЙ РОЗРАХУНОК ПРИВОДА 
 
Мета цього розрахунку − вибір електродвигуна та визначення 
вихідних даних для розрахунку передач, що входять до складу привода. 
Студент повинен вивчити типи електродвигунів змінного струму, 
можливості різних передач для реалізації загального передаточного 
відношення привода. 
Вихідні дані 
Привод є частиною машини. Вихідні дані для його розрахунку 
визначають із технологічних, тягових та інших розрахунків машини, 
умови експлуатації якої задає замовник і вказує на робочому валу привода 
(приводному валу машини). Це можуть бути: 
− колове зусилля tF , Н, прикладене до приводної ланки машини 
(барабана, зірочки, шківа, шнека і т. ін.); 
− діаметр d , м, цієї ланки, для приводної зірочки він дорівнює  
 
z
p
d


180
sin
,  
 
де p  − крок зірочки (тягового ланцюга);  
     z  − число зубців приводної зірочки; 
− колова швидкість V , м/с, приводної ланки (швидкості руху 
ланцюга, стрічки й т. ін.); 
− потужність nвP , кВт, на приводному валу; 
− обертальний момент nвT , Нм, на приводному валу; 
− кутова швидкість nв , рад/с, або частота обертання nвn , об/хв, 
приводного вала. 
 
9.1. Енерго-кінематичні параметри на приводному валу 
Потужність, кВт, на приводному валу може бути задана у вихідних 
даних або її визначають за однією з формул: 
 
1000
VF
P tnв

 ; 
 
1000
nвnв
nв
T
P

 ; 
 
9550
nвnв
nв
nT
P

 . 
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Обертальний момент, Нм, на приводному валу може бути заданим 
у вихідних даних або його визначають за однією з формул: 
 
2dFT tnв  ; 
 
nв
nв
nв
P
T

1000
 ; 
 
nв
nв
nв
n
P
T
9550
 . 
 
Частота обертання, об/хв, приводного вала може бути заданою у 
вихідних даних або її  визначають за однією з формул: 
 

nв
nвn
30
 ; 
 
d
V
nnв



60
. 
 
 
9.2. Тип електродвигуна і його швидкохідність 
У приводах машин найчастіше використовують трифазні асинхронні 
електродвигуни змінного струму. 
Швидкохідність двигуна (частоту обертання його ротора) вибирають 
з умови оптимальної вартості привода. Швидкохідніший двигун має 
менші розміри, масу і вартість, але при цьому для реалізації 
передаточного відношення привода необхідно збільшувати розміри 
передач та їх кількість. 
Синхронну частота обертання ротора, хвоб , тобто частоту 
обертання магнітного поля, визначають за формулою 
 
,
60
пол
c
p
f
n    
 
де f  − частота струму в мережі, 1c ;  
полp  − число пар полюсів.  
При стандартній частоті 150  cf  і числі пар полюсів 1; 2; 3; 4 
синхронна частота обертання відповідно дорівнює 3000; 1500; 1000; 
750 хвоб . 
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З метою скорочення діапазону передаточних відношень у курсових 
проектах (роботах) рекомендується приймати хвобnc 1500  або 
хвобnc 1000  як найпоширеніші. 
 
 
9.3. Склад передач і кінематична схема привода 
Попереднє передаточне відношення привода 
Попереднє передаточне відношення (число) привода у загальному 
випадку визначають за формулою 
 
nв
c
n
n
ui  . 
 
Склад передач привода  
Склад передач привода призначають на основі величини 
попереднього передаточного відношення. До складу привода входять 
редуктор, тип якого вказують у завданні, й одна-дві передачі з гнучким 
зв’язком (пасова чи ланцюгова) або відкрита зубчаста передача. 
Склад передач привода вибирають так, щоб добуток середніх 
значень передаточних відношень передач, наведених у табл. 9.1, 
приблизно дорівнював попередньому відношенню привода. 
 
Таблиця 9.1 
Середні значення передаточних відношень (чисел) та ККД передач 
 
Тип передачі i  u    
Закрита 
зубчаста 
Циліндрична 3…5 0,96…0,98 
Конічна 2…4 0,95…0,97 
Відкрита 
зубчаста 
Циліндрична 4…7 0,92…0,94 
Конічна 3…4 0,91…0,93 
Черв’ячна З однозахідним 
черв’яком  
30…80 0,7…0,75 
З двозахідним 
черв’яком  
16…30 0,75…0,85 
З чотиризахідним 
черв’яком 
8…16 0,85…0,9 
Ланцюгова  2…4 0,91…0,93 
Пасова  2…4 0,94…0,96 
 
Передаточне відношення (число) редукторів рекомендовано 
приймати:  
- одноступінчастого циліндричного 6...2 pp ui ; 
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- двоступінчастого циліндричного 30...10 pp ui ; 
- конічного 4...2 pp ui ; 
- двоступінчастого конічно-циліндричного 20...8 pp ui ; 
- черв’ячного .60...8 pp ui  
Значення ККД передач наведено у табл. 10.1 без урахування втрат у 
підшипниках. ККД однієї пари підшипників кочення 995,0...99,0пкч ; 
однієї пари підшипників ковзання ,999,0...98,0пкз  ККД муфти 
.98,0м  
 
 
9.4. Вибір типорозміру електродвигуна 
У приводах машин використовуються трифазні асинхронні 
електродвигуни серії 4А (додатки 9 і 10). У майбутньому ці двигуни 
будуть замінювати двигунами нової серії АІР, розробленої в країнах, що 
входять до Інтерелектро. Ці двигуни мають кращі енергетичні показники, 
вищу надійність і меншу металоємність. 
 
Розрахункова потужність електродвигуна 
Розрахункову потужність електродвигуна для тривалого режиму 
роботи визначають за формулою 
 
заг
пв
n
пв
дв
PP
P




...321
, 
 
де n ...,,,, 321  − ККД окремих передач, що входять до складу привода  
       (середні значення наведено у табл. 9.1); 
     заг  − загальний ККД привода. 
 
Типорозмір електродвигуна  
Його вибирають відповідно до прийнятої синхронної частоти 
обертання ротора за умовою 
 
,номдв РP   
 
де номР  − номінальна потужність двигуна, тобто максимальна потужність,  
                  при якій двигун може довго працювати, не перегріваючись.  
Для асинхронних електродвигунів допускається довгочасне 
перевантаження, що не перевищує номінальне більше, ніж на 5%. 
 96 
Із додатка 9 виписують тип двигуна і його технічні дані: номінальну 
потужність, частоту обертання ротора (при номінальному навантаженні), 
відношення номTTmax .  
Основні розміри двигуна, необхідні для креслення загального виду 
привода, виписують із додатка 10.  
 
 
9.5. Загальне передаточне відношення (число) привода 
Його визначають за формулою 
 
пв
дв
n
n
ui  , 
 
де двn  − частота обертання ротора вибраного електродвигуна  
               (додаток 9). 
 
 
9.6. Розподіл загального передаточного відношення привода 
Розподіл загального передаточного відношення (числа) привода між 
його передачами виконують відповідно до рекомендацій табл. 9.1 за 
формулою 
 
nnзагзаг uuuiiiiui  ...... 21321 . 
 
Розраховане значення передаточних відношень ступенів редукторів 
заокруглюють до найближчих стандартних (ГОСТ 2185-66):  
1; (1,12); 1,25; (1,4); 1,6; (1,8); 2,0; (2,24); 2,50; (2,80); 3,15; (3,55);  
4,0; (4,5); 5,0; (5,6); 6,3; (7,1); 8,0; (9,0); 10,0; (11,2); 12,5.  
Перевагу надавати числам без дужок.  
Із цього ж ряду вибирають передаточні відношення (числа) 
одноступінчастих циліндричних та конічних редукторів і відкритих 
зубчастих передач.  
Для двоступінчастого редуктора, виконаного за розгорнутою 
схемою, рекомендують приймати передаточне відношення тихохідного 
ступеня ,88,0 pm ii   для циліндричного співвісного редуктора − 
,95,0 pm ii   для конічно-циліндричного редуктора ,1,1 pm ii   де pi  − 
попередньо вибране передаточне відношення редуктора. 
Передаточне відношення швидкохідного ступеня .mpш iii   
Для черв’ячних редукторів бажано приймати передаточні 
відношення із такого ряду: 8; 9; 10; 11,5; 12,5; 14,5 − для чотиризахідних 
черв’яків; 16; 18; 20; 23; 25; 29 − для двозахідних черв’яків; 32; 36; 40; 46;  
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50; 58 − для однозахідних черв’яків. 
Слід відзначити, що точно реалізувати задане передаточне 
відношення привода неможливо через необхідність прийняття 
стандартних діаметрів шківів, цілого числа зубців зірочок та зубчастих 
коліс і т. ін. Тому остаточне передаточне відношення привода 
визначається після розрахунків усіх його передач. Різниця між остаточним 
і заданим передаточними відношеннями привода зумовлює деяку зміну 
швидкості приводної ланки машини. Цю швидкість теж треба уточнити 
після розрахунків передач. 
 
 
 
9.7. Потужність, моменти і частоти обертання на валах привода 
Для розрахунку будь-якої передачі необхідно й достатньо знати 
потужність і частоти обертання на ведучому й веденому валах передачі. 
Часто при розрахунках передач використовують обертальні моменти. 
Тому для отримання вихідних даних для розрахунків передач визначають 
потужності, частоти обертання та обертальні моменти на всіх валах 
привода. 
Вибір розрахункового навантаження передач залежить від 
призначення привода та режиму його роботи. 
Якщо привод проектується для роботи із заданим режимом 
навантаження з обумовленим максимальним довгочасно діючим 
навантаженням, то це навантаження приймають за розрахункове для 
передач привода. Тоді номінальна потужність двигуна може бути дещо 
більшою від необхідної і двигун буде недовантаженим. Так само діють і в 
тому випадку, коли розрахунок виконують для найважчого для передач 
режиму − з постійним навантаженням. 
У цих випадках визначення вихідних даних починають з привода 
вала. Потужність вчP , обертальний момент вчT  і частоту обертання вчn  
кожного ведучого вала при відомих параметрах внP , внT , внn  веденого 
вала визначають за формулами 
 
к
вн
вч
P
P

 ; 
 
кк
вн
вч
u
T
T

 ; 
 
,квнвч unn   
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де кu , к  − відповідно передаточне число і ККД передачі, що зв’язує ці  
                    вали. 
Розрахунок проводять послідовно до вала електродвигуна. 
Розрахунок виконано правильно, якщо потужність на валу І дорівнює 
розрахунковій потужності двигуна, частота обертання вала І дорівнює 
частоті двn  обертання ротора двигуна, а момент на валу І дорівнює 
моменту, визначеному за формулою .9550 двдв nPT   
Слід враховувати, що споживач може завантажити передачу до 
повного використання номінальної потужності двигуна. У цьому випадку 
розрахунок передач треба виконувати за навантаженнями, що 
визначаються номінальною потужністю двигуна. Тоді розрахунок 
починають з вала електродвигуна. Потужність, обертальний момент і 
частоту обертання кожного веденого вала при відомих параметрах 
ведучого вала визначають за формулами 
 
квчвн PP  ; 
 
кквчвн iTT  ; 
 
к
вч
вн
u
n
n  . 
 
Розрахунок проводять послідовно до приводного вала машини. 
 
 
Задача №10 
Енерго-кінематичний розрахунок привода 
 
Для заданої кінематичної схеми привода (рис. до задачі 10) 
визначити загальний ККД привода, розрахункову потужність двигуна, 
параметри двигуна, передаточні числа установки, кутові швидкості валів 
привода, обертальні моменти на валах привода. 
 
План розв'язування задачі: 
1. Накреслити кінематичну схему привода. 
2. Визначити загальний ККД привода. 
3. Визначити розрахункову потужність привода. 
4. Вибрати двигун. 
5. Вибрати передаточні числа привода. 
6. Визначити кутові швидкості всіх валів привода. 
7. Обчислити обертальні моменти на валах установки. 
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Схеми 0, 1, 2, 3, 4 
 
ПРИВОД ДО БІГУНКОВОГО МЛИНА ДЛЯ РОЗМЕЛЮВАННЯ  
ФОРМУВАЛЬНОЇ СУМІШІ 
 
 
 
1 − електродвигун; 2 − пасова передача; 3 − редуктор; 4 − муфта. 
 
 
В
ар
іа
н
т 
TP , 
кВт 
,Tn  
об/хв 
Ресурс 
роботи 
редуктора, 
год 
Число 
змін 
роботи 
Режим 
роботи 
Переван-
таження, 
% 
Тип 
передачі 
1 1,5 110 
25000 2 ІІ 150 
Плоскопасова 
2 4,0 130 Плоскопасова 
3 3,0 100 Плоскопасова 
4 2,5 120 Клинопасова 
5 8,0 125 Клинопасова 
6 3,8 135 Клинопасова 
7 6,3 145 Плоскопасова 
8 10,0 115 Клинопасова 
9 7,0 150 Клинопасова 
10 11,5 140 Клинопасова 
Рисунок до задачі 10 
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Схеми 5, 6, 7, 8, 9 
 
ПРИВОД ДО СТРІЧКОВОГО ТРАНСПОРТЕРА ДЛЯ 
ТРАНСПОРТУВАННЯ ФОРМУВАЛЬНОЇ СУМІШІ 
 
     
 
1 − електродвигун; 2 − муфта;  3 − редуктор; 4 − ланцюгова передача. 
 
 
В
ар
іа
н
т 
TP , 
кВт 
,Tn  
об/хв 
Ресурс 
роботи 
редуктора, 
год 
Число 
змін 
роботи 
Режим 
роботи 
Переван-
таження, 
% 
Тип 
передачі 
1 3,8 100 
25000 2 ІІ 150 
Роликова 
2 10,0 115 Роликова 
3 8,0 140 Втулкова 
4 3,0 145 Втулкова 
5 6,3 130 Роликова 
6 2,5 125 Роликова 
7 4,0 160 Втулкова 
8 11,5 150 Втулкова 
9 1,5 120 Роликова 
10 7,0 100 Роликова 
Рисунок до задачі 10 (закінчення) 
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Приклад розв’язування задачі №10 
Енерго-кінематичний розрахунок привода 
 
Для заданої кінематичної схеми привода (рис. 10.1) визначити 
загальний ККД привода, розрахункову потужність двигуна, параметри 
двигуна, передаточні числа установки, кутові швидкості валів привода, 
обертальні моменти на валах привода. 
 
Розв’язування 
Привод до стрічкового транспортера для транспортування  
формувальної суміші 
 
Рисунок 10.1 
1 – електродвигун; 2 – муфта (зубчаста); 3 – редуктор;  
4 – ланцюгова передача (втулкова) 
 
Дано 
   TP =9кВт;  Tn =140об/хв; 
ресурс роботи редуктора 00025hL годин; 
   режим роботи – ІІ; перевантаження – 150%. 
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Загальний ККД привода. 
Визначимо його за формулою 
 
3
3
21  заг , 
 
де 1  – ККД пари циліндричних зубчастих коліс, 98,01   [1, табл. 9.1]; 
    2  − коефіцієнт, що враховує втрати пари підшипників кочення,  
             99,02   [1, табл. 9.1]; 
    3  − ККД ланцюгової передачі, 93,03   [1, табл. 9.1]. 
Підставивши дані, отримаємо 
 
9,088,093,099,098,0 3 заг .  
 
 
Необхідна (розрахункова) потужність двигуна. 
Визначаємо її за формулою 
 
двHP загTP / = 2,1088,09  кВт. 
 
 
Параметри електродвигуна. 
З умови номдвH PP   вибираємо електродвигун 4А160S6У3 
(ГОСТ 19523-81), номінальна потужність номP 11кВт, номінальна 
частота обертання ротора 1000 cдв nn об/хв, діаметр вала 
електродвигуна 4821  dddдв мм, відношення %7,2max  STT ном  
[1, додатки 9,10]. 
Номінальну частоту обертання вала електродвигуна визначимо так: 
 
    973027,011000027,01  cдвН nn об/хв. 
 
Кутову швидкість вала електродвигуна визначимо за формулою 
 
дв = 30/двn = 48,1013097314,3  рад/с. 
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Передаточне число установки. 
Загальне передаточне число привода визначимо за формулою 
 
Tдвu  / , 
 
де Tw  − кутова швидкість тихохідного вала привода, визначимо її за  
              формулою 
 
65,143014014,330/  TT n рад/с. 
 
Тоді  
 
95,665,1484,101 u . 
 
Розбиваємо загальне передаточне число на ступені привода. 
Передаточне  число  для  редуктора   згідно  зі   стандартним  рядом 
(ГОСТ 2185-66) [1] 15,3рu . 
Передаточне число ланцюгової передачі визначимо за формулою 
 
206,215,395,6  рлп uuu . 
 
 
Частоти обертання й кутові швидкості валів привода. 
Визначимо частоти обертання й кутові швидкості валів привода: 
− тихохідний вал ланцюгової передачі, вал ІІІ 
 
1403  Tnn об/хв;  
 
65,143  T рад/с; 
 
− тихохідний вал редуктора, вал ІІ 
 
8,308206,214032  лпunn об/хв; 
 
3,32206,265,1432  лпu рад/с; 
 
− швидкохідний вал редуктора, вал І 
 
9737,97215,38,30821  punn об/хв; 
 
8,10115,33,3221  pu об/хв; 
Перевірка: частота обертів на валу електродвигуна 
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9731  nnдв об/хв; 
 
8,1011 дв рад/с. 
 
 
Обертальні моменти на валах привода 
Визначимо їх у такій послідовності: 
− на тихохідному валу ланцюгової передачі, вал ІІІ 
 
614
140
995509550
3 


T
T
n
P
T Нм= 310614 Нмм; 
 
або 
614
65,14
109 3
3 


T
TPT

 Нм= 310614 Нмм; 
 
− на валу колеса (тихохідному валу редуктора), вал ІІ 
 
302
99,093,0206,2
614
23
3
2 




лпu
T
T Нм= 310302 Нмм; 
 
− на валу шестерні (швидкохідному валу редуктора), вал І 
 
100
99,098,015,3
302
22
21
2
1 




pu
T
T Нм 310100 Нмм. 
 
Перевірка: обертальний момент на валу електродвигуна 
 
 100
84,101
102,10 3



дв
двH
дв
P
T

Нм 
 
або 
 
100
973
2,1095509550



дв
дв
дв
n
P
T Нм. 
 
Отже, 1001 TTдв Нм. 
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Додаток 1 
 
Форма № Н-6.01 
 
 
 
 
 
       Тернопільський національний технічний університет імені Івана Пулюя     
 (повна назва вищого навчального закладу) 
          Технічної механіки, сільськогосподарських машин і транспортних технологій       
(повна назва кафедри, циклової комісії) 
 
 
 
 
 
РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНА РОБОТА 
 
        з                      Прикладної механіки і основ конструювання                     
(назва дисципліни) 
на тему:_____________________________________________________ 
____________________________________________________________ 
 
 
 
Студента (ки) __2__ курсу    КТ-21     групи 
______________________________________ 
                                       (прізвище та ініціали) 
напряму підготовки    Автоматизація та      
     комп’ютерно-інтегровані технології       
спеціальності            
                     
 
Керівник _____________________________ 
______________________________________ 
(посада, вчене звання, науковий ступінь, прізвище та ініціали)    
 
Національна шкала ________________     
Кількість балів __________Оцінка:  ECTS _____  
 
 
                                                                     Члени комісії:          ________________  ___________________________ 
                                                                                                                                             (підпис)                        (прізвище та ініціали) 
                                                                                                      ________________  ___________________________ 
                                                                                                                                              (підпис)                        (прізвище та ініціали) 
                                                                                                                                ________________  ___________________________ 
                                                                                                                                              (підпис)                         (прізвище та ініціали 
 
 
м.   Тернопіль  - 201__рік 
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Додаток 3 
 
 
ЗАДАЧА 4 
Визначення осьових моментів інерції плоских перетинів 
 
Для заданого перетину (рис. 4.1) визначити положення головних 
центральних осей; головні центральні моменти інерції та осьові 
моменти опору відносно головних центральних осей, якщо двотавр 
№33.  
 
 
 
 
Рисунок 4.1 
Зм. Арк. № докум. Підпис Дата 
Арк. 
9 
РГР ПМіОК 15-188.00.00.000 ПЗ 
 
 Розроб. Антонюк В.І. 
 Перевір. Довбуш А.Д. 
  Консульт.  
  Н. контр.  
 Затв. Рибак Т.І. 
 
Визначення осьових 
моментів інерції плоских 
перетинів 
Літ. Аркушів 
4 
ФКТ,    гр. КТ-21 
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Додаток 4 
 
Розв’язування задачі 4 
 
Геометричні характеристики вказаного прокатного профілю 
виписуємо з таблиць сортаменту ГОСТ 8239-89 [1, додаток 6]. Для 
двотавра № 33 позначаємо їх індексом 1.  
 
;3301 ммh   ;1401 ммb   ;0,71 ммd   ;2,111 ммt   ;8,53
2
1 смA   
;419 41 смI X   .9840
4
1 смIY   
 
Визначаємо геометричні характеристики полоси, позначимо їх 
індексом 2. Розміри полоси  
 
;5,824330412 ммhb     .33012 ммha   
 
Площа поперечного перетину полоси 
 
.2723325,8 2222 смabA   
 
Осьові моменти інерції полоси 
 
;1544
12
25,833
12
4
33
22
2 см
ba
I X 



  
 
.24706
12
3325,8
12
4
33
22
2 см
ab
IY 



  
 
Викреслюємо перетин у масштабі (рис. 4.2). 
Координати центра ваги перетину в системі координат 11YX : 
 
0Cx ,   тому, що вісь Y  є віссю симетрії; 
 
,
21
22111
AA
yAyA
A
S
y CC
X
C





 
 
де 1Cy  – відстань (координата) від центра ваги площі першої фігури  
      перетину (двотавра) до осі  1X , 01 Cy ; 
Зм. Арк. 
 
№ докум. 
 
Підпис 
 
Дата 
 
Арк. 
10 РГР ПМіОК 15-188.00.00.000 ПЗ 
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Закінчення додатка 4 
 
     2Cy  – відстань (координата) від центра ваги площі другої фігури  
       перетину (полоси) до осі  1X , 
 
.25,111
2
5,82
2
140
2 ммyC   
 
Підставимо значення й отримаємо  
 
.9,92
2728,53
25,1112720
ммyC 


  
 
Проводимо через точку C  головні центральні осі XY   
(див. рис. 4.2). 
Визначаємо осьові моменти інерції відносно головних 
центральних осей, тобто головні центральні моменти інерції 
заданого перетину 
 
;34600247069840 421 смIII YYY   
     222
2
11 835,129,9 AIAII XXX  
        .5980835,1272154429,98,53419 422 см  
 
Визначаємо осьові моменти опору відносно головних 
центральних осей 
 
;367
29,16
5980 3
max
см
y
I
W XX   
 
;2097
5,16
34600 3
max
см
x
I
W YY   
 
де maxx , maxy  – координати точок заданого перетину, максимально  
                   віддалених від осей X та Y (див. рис. 4.2): 
 
;29,16729,9max смy      .5,16max смx 
Зм. Арк. 
 
№ докум. 
 
Підпис 
 
Дата 
 
Арк. 
11 РГР ПМіОК 15-188.00.00.000 ПЗ 
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Додаток 5 
 
 
 
 
Рисунок 4.2 
 
Зм. Арк. 
 
№ докум. 
 
Підпис 
 
Дата 
 
Арк. 
12 РГР ПМіОК 15-188.00.00.000 ПЗ 
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Додаток 6 
 
Сталь прокатна. Балки двотаврові. Сортамент. ГОСТ 8239-89 
 
Но-
мера 
про-
філю 
Розміри Площа 
перетину 
,A  
2см  
Довідкові величини для осей 
xx  yy   
h  b  d  t  XI  XW  Xi  XS  YI  YW  Yi  
мм 4см  3см  см  см  4см  3см  см  
10 100 55 4,5 7,2 12,0 198 39,7 4,06 23,0 17,9 6,49 1,22 
12 120 64 4,8 7,3 14,7 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38 
14 140 73 4,9 7,5 17,4 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,5 1,55 
16 160 81 5,0 7,8 20,2 873 109 6,57 62,3 58,6 14,5 1,70 
18 180 90 5,1 8,1 23,4 1290 143 7,42 81,4 82,6 18,4 1,88 
20 200 100 5,2 8,4 26,8 1840 184 8,28 104 115 23,1 2,07 
22 220 110 5,4 8,7 30,6 2550 232 9,13 131 157 28,6 2,27 
24 240 115 5,6 9,5 34,8 3460 289 9,97 163 198 34,5 2,37 
27 270 125 6.0 9,8 40,2 5010 371 11,2 210 260 41,5 2,54 
30 300 135 6,5 10,2 46,5 7080 472 12,3 268 337 49,9 2,69 
33 330 140 7,0 11,2 53,8 9840 597 13,5 339 419 59,9 2,79 
36 360 145 7,5 12,3 61,9 13380 743 14,7 423 516 71,1 2,89 
40 400 155 8,0 13,0 71,4 18930 947 16,3 540 665 85,9 3,05 
45 450 160 6,6 14,2 83,0 27450 1220 18,2 699 807 101 3,12 
50 500 170 9,5 15,2 97,3 39120 1560 20,1 899 1040 122 3,28 
55 550 180 10,0 16,5 113 54810 1990 22,0 1150 1350 150 3,46 
60 600 190 10,8 17,8 131 75010 2500 23,9 1440 1720 181 3,62 
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Додаток 7 
 
Сталь прокатна. Швелери. Сортамент. ГОСТ 8240-89 
 
Номера 
профілю 
Розміри Площа 
перетину 
,A  
2см  
Довідкові величини для осей 
xx  yy   
0z  h  b  d  t  XI  XW  Xi  YI  YW  Yi  
мм 4см  3см  см  4см  3см  см  см  
5 50 32 4,4 7,0 6,16 22,8 9,10 1,92 5,61 2,75 0,954 1,16 
6,5 65 36 4,4 7,2 7,51 48,6 15,0 2,54 8,70 3,68 1,08 1,24 
8 80 40 4,5 7,4 8,98 89,4 22,4 3,16 12,8 4,75 1,19 1,31 
10 100 46 4,5 7,6 10,9 174 34,8 3,99 20,4 6,46 1,37 1,44 
12 120 52 4,8 7,8 13,3 304 50,6 4,78 31,2 8,52 1,53 1,54 
14 140 58 4,9 8,1 15,6 491 70,2 5,60 45,4 11,0 1,70 1,67 
16 160 64 5,0 8,4 18,1 747 93,4 6,42 63,3 13,8 1,87 1,80 
18 180 70 5,1 8,7 20,7 1090 121 7,24 86,0 17,0 2,04 1,94 
20 200 76 5,2 9,0 23,4 1520 152 8,07 113 20,5 2,20 2,07 
22 220 82 5,4 9,5 26,7 2110 192 8,89 151 25,1 2,37 2,21 
24 240 90 5,6 10,0 30,6 2900 242 9,73 208 31,6 2,60 2,42 
27 270 95 6,0 10,5 35,2 4160 308 10,9 262 37,3 2,73 2,47 
30 300 100 6,5 11,0 40,5 5810 387 12,0 327 43,6 2,84 2,52 
33 330 105 7,0 11,7 46,5 7980 484 13,1 410 51,8 2,97 2,59 
36 360 110 7,5 12,6 53,4 10820 601 14,2 513 61,7 3,10 2,68 
40 400 115 8,0 13,5 61,5 15220 761 15,7 642 73,4 3,23 2,75 
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 Додаток 8 
 
Коефіцієнти зменшення основного допустимого напруження 
 
Гнучкість 
бруса 
i
l


  
Сталь 
марок 
Ст.ОС, 
Ст.2,  
Ст.3, 
Ст.4 
Сталь 
Ст.5 
Сталь 
СПК 
Чавун Дерево 
0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
10 0,99 0,98 0,97 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,95 0,91 0,97 
30 0,94 0,92 0,91 0,81 0,93 
40 0,92 0,89 0,87 0,69 0,87 
50 0,89 0,86 0,83 0,57 0,80 
60 0,86 0,82 0,79 0,44 0,71 
70 0,81 0,76 0,72 0,34 0,60 
80 0,75 0,70 0,65 0,26 0,48 
90 0,69 0,62 0,55 0,20 0,38 
100 0,60 0,51 0,43 0,16 0,31 
110 0,52 0,43 0,35 — 0,25 
120 0,45 0,36 0,30 — 0,22 
130 0,40 0,33 0,26 — 0,18 
140 0,36 0,29 0,23 — 0,16 
150 0,32 0,26 0,21 — 0,14 
160 0,29 0,24 0,19 — 0,12 
170 0,26 0,21 0,17 — 0,11 
180 0,23 0,19 0,15 — 0,10 
190 0,21 0,17 0,14 — 0,09 
200 0,19 0,16 0,13 — 0,08 
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Додаток 9 
 
Електродвигуни асинхронні трифазні єдиної серії 4А закриті обдувні 
 
Типорозмір 
двигуна 
Номі-
нальна 
потуж-
ність 
,номP  
кВт  
Частота 
обертання 
ротора, 
двn , 
хвоб  
номT
Tmax
% 
Типорозмір 
двигуна 
Номі-
нальна 
потуж-
ність 
,номP  
кВт  
Частота 
обертання 
ротора, 
двn , 
хвоб  
номT
Tmax
% 
Синхронна частота обертання 3000 хвоб  Синхронна частота обертання 1500 хвоб  
4А71А2У3 0,75 2810 2,2 4А71А4У3 0,75 1390 2,2 
4А71В2У3 1,1 2810 2,2 4А80А4У3 1,1 1420 2,2 
4А80А2У3 1,5 2850 2,6 4А80В4У3 1,5 1415 2,2 
4А80В2У3 2,2 2870 2,6 4А90L4У3 2,2 1425 2,4 
4А90L2У3 3,0 2870 2,5 4А100S4У3 3,0 1436 2,4 
4А100S2У3 4,0 2880 2,5 4А100L4У3 4,0 1430 2,4 
4А100L2У3 5,5 2880 2,5 4А112М4У3 5,5 1445 2,4 
4А112М2У3 7,5 2900 2,8 4А132S4У3 7,5 1455 3,0 
4А132М2У3 11,0 2920 2,8 4А132М4У3 11,0 1460 3,0 
4А160S2У3 15,0 2940 2,2 4А160S4У3 15,0 1465 2,3 
4А160М2У3 18,5 2940 2,2 4А160М4У3 18,5 1465 2,3 
4А180S2У3 22 2945 2,5 4А180S4У3 22 1470 2,3 
4А180М2У3 30 2945 2,5 4А180М4В3 30 1470 2,3 
4А200М2У3 37 2945 2,5 4А200М4У3 37 1475 2,5 
Синхронна частота обертання 1000 хвоб  Синхронна частота обертання 750 хвоб  
4А71А6У3 0,75 915 2,2 4А90А8У3 0,75 700 1,9 
4А80В6У3 1,1 920 2,2 4А90В8У3 1,1 700 1,9 
4А90L6У3 1,5 935 2,2 4А100L8У3 1,5 700 1,9 
4А100L6У3 2,2 950 2,2 4А112МАВУ3 2,2 700 2,2 
4А112МА6У3 3,0 955 2,5 4А1122МВ8У3 3,0 700 2,2 
4А112МВ6У3 4,0 960 2,5 4А132S8У3 4,0 720 2,6 
4А132S6У3 5,5 965 2,5 4А132М8У3 5,5 720 2,6 
4А132М6У3 7,5 970 2,5 4А160S8У3 7,5 730 2,2 
4А160S6У3 11,0 975 2,0 4А160М8У3 11,0 730 2,2 
4А160М6У3 15,0 975 2,0 4А180М8У3 15,0 730 2,0 
4А180М6У3 18,5 975 2,0 4А200М8У3 18,5 735 2,2 
4А200М6У3 22 975 2,4 4А200L8У3 22 730 2,0 
4А200L6У3 30 980 2,4 4А225М8У3 30 735 2,1 
4А225М6У3 37 980 2,3 4А250S8У3 37 735 2,0 
 
 
 116 
Додаток 10 
 
Основні розміри електродвигунів типу 4А основного виконання (УЗ), мм 
 
Тип 
Число 
полюсів L  H  D  1d  2d  d  l  1l  2l  b  h  
4А71 2,4,6 285 210 170 19 7 40 45 90 112 71 
4А80А  
 
2,4,6,8 
300 218 186 22 10 50 50 100 125 80 
4А80В 320 218 186 22 10 50 50 100 125 80 
4А90L 350 243 208 24 10 50 56 125 140 90 
4A100S 365 265 235 28 12 60 63 112 160 100 
4A100L 395 280 235 28 12 60 63 140 160 100 
4A112M 452 310 260 32 12 80 70 140 190 112 
4A132S 4,6,8 480 350 302 32 12 80 89 140 216 132 
4A132M 2,4,6,8 530 350 302 38 12 90 89 178 216 132 
4A160S 2 
4,6,8 
624 
624 
430 
430 
358 
358 
42 
48 
15 
15 
110 
110 
108 
108 
178 
178 
254 
254 
160 
160 
4A160M 2 
4,6,8 
667 
667 
430 
430 
358 
358 
42 
48 
15 
15 
110 
110 
108 
108 
210 
210 
254 
254 
160 
160 
4A180S 2 
4,6,8 
682 
682 
470 
470 
410 
410 
48 
55 
15 
15 
110 
110 
121 
121 
203 
203 
278 
279 
180 
180 
4A180M 2 
4,6,8 
702 
702 
470 
470 
410 
410 
48 
55 
15 
15 
110 
110 
121 
121 
241 
241 
279 
279 
180 
180 
4A200M 2 
4,6,8 
760 
790 
535 
535 
450 
450 
55 
60 
19 
19 
110 
140 
133 
133 
257 
257 
318 
318 
200 
200 
4A200L 2 
4,6,8 
800 
830 
535 
535 
450 
450 
55 
60 
19 
19 
110 
140 
133 
133 
305 
305 
318 
318 
200 
200 
4A225M 2 
4,6,8 
810 
840 
575 
575 
494 
494 
55 
65 
19 
19 
110 
140 
149 
149 
311 
311 
356 
356 
225 
225 
4A250S 2 
4,6,8 
915 
915 
640 
640 
554 
554 
65 
75 
24 
24 
140 
140 
168 
168 
311 
311 
406 
406 
250 
250 
4A250M 2 
4,6,8 
915 
915 
640 
640 
554 
554 
65 
75 
24 
24 
140 
140 
168 
168 
349 
349 
406 
406 
250 
250 
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